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Resumen
Actualmente la modalidad de pensio´n en retiro programado no es clara desde el punto de
vista de una formulacio´n matema´tico-actuarial, es decir, analistas del problema pensional
en el pa´ıs o inclusive las personas que adquieren este contrato no conocen los modelos por
parte de la administradora del fondo de pensio´n que den cuenta de la evolucio´n de los sal-
dos de las cuentas individuales de pensio´n. Lo anterior impide ver de manera expl´ıcita las
caracter´ısticas, alcances y limitaciones que esta modalidad de retiro posee. Problemas como
e´ste han causado inconvenientes de tipo legal de tal magnitud que han llegado a acciones de
tutela ante la Corte Constitucional.
En la primera parte de este trabajo (cap´ıtulos 2 y 3) se propone un modelo para la evolucio´n
del saldo de la cuenta individual de una pensio´n en modalidad de retiro programado median-
te el empleo, inicialmente, de una ecuacio´n diferencial estoca´stica lineal donde el proceso que
rige la evolucio´n del estado del sistema es un proceso Wiener esta´ndar, Wt. Luego de esto
(cap´ıtulo 4) se propone una generalizacio´n del modelo anterior considerando el planteamien-
to de la dina´mica del saldo mediante otra ecuacio´n diferencial estoca´stica lineal, donde el
proceso que domina la evolucio´n del sistema es una semimartingala, en particular una cade-
na de Markov homoge´nea en tiempo continuo, δt. Para ambos casos se presenta la solucio´n
expl´ıcita del saldo, e´sta resulta ser una generalizacio´n del me´todo de variacio´n de para´metros
de las ecuaciones diferenciales ordinarias.
Para el caso Wiener se analiza, mediante experimentos de simulacio´n, la distribucio´n del
tiempo de primer arribo, T0, del saldo de la cuenta a una barrera mo´vil dada por el valor de
una renta vitalicia por un salario mı´nimo legal vigente, empleando como ley de mortalidad
para el ca´lculo de esta u´ltima la ley de Gompertz. Es de intere´s el estudio de T0, el cual no
cuenta con una distribucio´n de probabilidad conocida en el contexto de la investigacio´n en
este estudio, debido a que la ley colombiana (Ley 100 de 1993) define que los saldos de una
pensio´n en esta modalidad deben ser suficientes para que la persona en uso de retiro disfrute
de una pensio´n por encima de la mı´nima establecida de un salario mı´nimo legal vigente. Se
pretende entonces verificar con este modelo si el evento de ruina, definido e´ste como que el
saldo de la cuenta llegue al nivel del valor de una renta vitalicia por un salario mı´nimo, tiene
una probabilidad positiva de ocurrencia y a que´ edad ocurrir´ıa.
En la segunda parte (cap´ıtulo 5) se presenta una propuesta de retiro programado inspirada en
la metodolog´ıa de portafolio balanceado, es decir, se define el retiro programado en te´rminos
de un portafolio indexado a inversiones en instrumentos de renta fija, que garantice una tasa
constante de rentabilidad anual r, y a una inversio´n sujeta a la volatilidad del mercado, es
decir, una cuyo valor de mercado es definido a trave´s de una ecuacio´n diferencial estoca´stica
lineal de Itoˆ. Se plantea el modelo para el portafolio en te´rminos de un problema de control
o´ptimo estoca´stico en el que el proceso de control, ωt, esta´ relacionado con el porcentaje
xde inversio´n del saldo en un tiempo t en ambos tipos de mecanismos. Considerando inicial-
mente una definicio´n ad hoc de ωt se analiza la distribucio´n de T0. Con esta propuesta se
logra ver una mejora de la distribucio´n de esta variable, en te´rminos que la misma sufre un
desplazamiento hacia la derecha. En los escenarios de simulacio´n se obtienen tiempos medios
mayores y desviaciones esta´ndar menores. Por u´ltimo, considerando funciones de pe´rdida del
tipo exponencial y potencial, se define en forma anal´ıtica el proceso ωt a trave´s de una con-
dicio´n de primer orden en la ecuacio´n diferencial parcial de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB).
Palabras claves: Retiro programado, tiempo de primer arribo, ecuacio´n diferencial es-
toca´stica lineal, control o´ptimo estoca´stico, proceso de difusio´n de Itoˆ, cadena de Markov
homoge´nea en tiempo continuo, ley de mortalidad, valor presente actuarial.
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1. Introduccio´n
En an˜os recientes la investigacio´n, desarrollo teo´rico e implementacio´n de modelos asocia-
dos al ca´lculo estoca´stico (ca´lculo de Itoˆ, ca´lculo en semimartingalas o ca´lculo en media
cuadra´tica) y ecuaciones diferenciales estoca´sticas para la solucio´n de problemas como: va-
loracio´n de derivados financieros (opciones plain vanilla u opciones exo´ticas) o modelos para
la evolucio´n en el tiempo de variables de tipo econo´mico (precios de acciones, divisas, bie-
nes, cotizaciones de ı´ndices de mercado), ha tenido un auge destacable. Desde que [Ito &
McKean, 1965] lograran definir la integral de un proceso Ht, de trayectorias continuas, con
respecto a Wt, un proceso Wiener esta´ndar como el l´ımite de una suma de Riemann, muchos
investigadores han desarrollado aplicaciones de este tipo de herramientas, algunos de los
casos ma´s reconocidos son la fo´rmula de la prima (valor de mercado) de opciones europeas
propuesto por [Black & Scholes, 1973]. Dentro del mismo problema de valoracio´n de opciones
europeas [Heston & Nandi, 2000] proponen un modelo ma´s general, cuya prima no es una ex-
presio´n cerrada sino que es obtenida por simulacio´n y en el que la dina´mica de la volatilidad
del activo subyacente sobre el cual se contrata la opcio´n, σt, es representada mediante un
proceso en tiempo discreto GARCH(p,q). Por otra parte [Vasicek, 1977] deduce un modelo
para la valoracio´n de bonos basado en una estructura para las tasas de intere´s determinada
por la solucio´n de una ecuacio´n diferencial estoca´stica lineal de Itoˆ, un proceso de Ornstein-
Uhlenbeck. Este modelo de valoracio´n es conocido en la literatura financiera con el nombre
de modelo extendido de Hull-Vasicek. [Gerber & Pafumi, 2000] resuelven el problema de
valoracio´n de coberturas dina´micas (proteccio´n dina´mica de fondos de inversio´n) mediante
la deduccio´n de una fo´rmula anal´ıtica empleando el principio de reflexio´n con respecto a
una barrera constante de un proceso de Wiener. [Tiong, 2000] deduce las primas asociadas
a tres tipos de equity-linked annuties, e´stas u´ltimas son modalidades de pensio´n vigentes
en Estado Unidos desde 1995, mediante el empleo de la transformada de Esscher. [Gerber
& Shiu, 2003] construyen una opcio´n de proteccio´n dina´mica y mediante el empleo de un
modelo de movimiento browniano bidimensional con tasa de dividendos constante calculan
el precio de dicha opcio´n y su tiempo o´ptimo de ejercicio.
Relacionado con problemas de ı´ndole actuarial algunos de los trabajos aplicados que par-
ten de una formulacio´n relacionada con una ecuacio´n diferencial estoca´stica lineal de Itoˆ
son los de: [Milevsky et al., 2012], quienes calculan el valor de un seguro sobre un esquema
de pensio´n similar al del retiro programado colombiano, el Ruin-Contingent Life Annuity
(RCLA). [Milevsky & Robinson, 2000], quienes proponen aproximaciones para el ca´lculo de
la probabilidad de ruina asociada al saldo de una cuenta cuyo valor es incrementado por una
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tasa de intere´s, modelada como un proceso de difusio´n de Itoˆ, y reducida por una tasa de
consumo, correspondiente por ejemplo a la de una mesada pensional. [Milevsky & Young,
2002], quienes proponen una expresio´n, resultado e´sta de la aplicacio´n de un control o´ptimo
estoca´stico, para el tiempo o´ptimo de anualizacio´n en un esquema pensional que, antes de
dicho tiempo, provee a la persona en uso de retiro una mesada de pensio´n, obtenida e´sta de
la rentabilidad por la inversio´n en, por ejemplo, el mercado de valores. [Emms & Haberman,
2008], quienes, tambie´n mediante la aplicacio´n de un control o´ptimo estoca´stico, definen el
portafolio o´ptimo de inversio´n sobre el cual se debe administrar el saldo de una inversio´n
destinada a sostener un esquema pensional sujeto a riesgo de mercado. Dicho portafolio
esta´ definido a su vez como una inversio´n en un mecanismo de renta fija y otro cuyo valor de
mercado es representado por un proceso de Wiener geome´trico. A parte de lo anterior defi-
nen la tasa de consumo justa en este esquema, la definicio´n de la misma esta´ construida en
te´rminos de una medida martingala sobre el proceso de rendimiento del portafolio pensional
con respecto a una inversio´n de renta fija.
Todo lo anterior es una breve mencio´n de lo que el trabajo aplicado en procesos estoca´sti-
cos, ca´lculo estoca´stico y ecuaciones diferenciales estoca´sticas ha logrado en el campo de la
formulacio´n matema´tico-actuarial de problemas reales de intere´s pra´ctico.
El contexto de este trabajo se da en la situacio´n de aproximar la solucio´n de un problema
relacionado con una modalidad de pensio´n reconocida por la ley y vigente actualmente en
Colombia, el retiro programado. Coincide esto u´ltimo entonces con un problema en el a´rea de
las ciencias actuariales. La actuar´ıa se define provisionalmente como un conjunto de te´cnicas
matema´ticas y estad´ısticas cuya finalidad es la de cuantificar y administrar el riesgo relativo
a los problemas de seguros y pensiones. [Buhlmann, 1987] menciona que desde el siglo XVII
cuando trabajo de los actuarios estaba concentrado en la valoracio´n de seguros de vida, el tra-
bajo aplicado de esta disciplina ha crecido hasta desarrollar un grupo de segunda generacio´n,
para quienes los modelos determin´ısticos no eran suficientes, y que fueron los responsables
del uso e implementacio´n de modelos estoca´sticos para el ca´lculo de las primas. Avanzado
el tiempo este autor reconoce el advenimiento de una tercera clase de actuarios, quienes
son profesionales con formacio´n matema´tica, responsables de la construccio´n de una forma
de pensamiento en la que la estad´ıstica y probabilidad aplicadas trascend´ıan ma´s alla´ del
ca´lculo de primas y comenzaba a tratar temas de administracio´n financiera y matema´tica
financiera. En este punto de la evolucio´n de la actuar´ıa se comenzo´ a hablar de modelos
como: cadenas de Markov para representar los estados de una enfermedad, procesos del tipo
Ornstein-Uhlenbeck para tasas de intere´s, modelos de difusio´n de Itoˆ para el saldo de una
inversio´n y la representacio´n de un portafolio.
El retiro programado es una de las modalidades de pensio´n reconocida en la ley 100 de 1993,
en donde el capital que una persona en edad de retiro dispone es destinado para la inversio´n
en el mercado de capitales; la administracio´n y determinacio´n del portafolio de inversio´n
corre por cuenta de la administradora del fondo. Uno de los inconvenientes con esta moda-
3lidad de retiro, en el contexto colombiano, es que no hay aparentemente una formulacio´n
matema´tico-actuarial clara desde el punto de vista de que haya un modelo definido para
la evolucio´n de los saldos de la cuenta individual del pensionado. Han existido demandas
relacionadas con el retiro programado que han llegado hasta instancias de la Corte Cons-
titucional donde el argumento de las mismas es que, sin conocer las razones, los saldos de
algunos de los pensionados en esta modalidad han sufrido de pe´rdidas sustanciales. La ley
contempla que los saldos manejados por la administradora no deben ser inferiores al capital
necesario para financiar una renta vitalicia (producto financiero que por sus caracter´ısticas
es ma´s costoso adquirir comparado con el retiro programado) por un salario mı´nimo men-
sual legal vigente; esto entonces se puede entender como si la ley planteara un mecanismo de
garant´ıas mı´nimas para los pensionados en modalidad de retiro programado. Sin embargo,
existe realmente un riesgo para una persona que posea un retiro programado y es que si los
portafolios donde el capital es invertido no generan una rentabilidad tal que el saldo en el co-
mienzo de un determinado an˜o esta´ por encima del capital necesario para financiar una renta
vitalicia, entonces la persona se vera´ obligada a adquirir este producto y hacer la migracio´n
de su cuenta de una administradora de fondo de pensiones a una empresa aseguradora.
En este trabajo nos enfocamos en el problema de representar la evolucio´n del saldo de un
esquema pensional en modalidad de retiro programado a trave´s de un modelo de ecuacio´n
diferencial estoca´stica constru´ıda, inicialmente, sobre la martingala Wt, el proceso Wiener
esta´ndar. Es decir, el saldo de la cuenta de ahorro individual es representada por una ecuacio´n
diferencial estoca´stica lineal de Itoˆ. Se presenta la deduccio´n para la solucio´n de este tipo
de ecuaciones, la cual resulta ser a su vez una generalizacio´n del me´todo de variacio´n de
para´metros de ecuaciones diferenciales ordinarias. Luego de esto se presenta una propuesta
de solucio´n para la dina´mica del saldo pero esta vez considerando una semimartingala como
proceso sobre el cual se define la integral estoca´stica. Concretamente dicha semimartingala
es una cadena de Markov homoge´nea en tiempo continuo con matriz de intensidades Λ. La
solucio´n para este tipo de ecuaciones no es tan sencilla de manejar en te´rminos anal´ıticos o
para efectos de la simulacio´n del saldo comparado con el caso de ecuaciones de Itoˆ.
Para el caso en que la solucio´n del saldo esta´ basada en la integral estoca´stica con respecto
a Wt, el intere´s recae en aproximar la distribucio´n del tiempo de primer arribo, T0, a una
barrera mo´vil dada por valor de una renta vitalicia por un salario mı´nimo legal mensual
vigente, debido a que como esta´ planteado en la ley 100 de 1993 llegar a esta barrera re-
presentar´ıa una ruina. La distribucio´n de este tiempo es aproximada mediante simulacio´n.
La idea de aproximar la distribucio´n de T0 es poder evidenciar si el retiro programado es
capaz de proveer una pensio´n mensual superior a un salario mı´nimo legal vigente o si por el
contrario se puede, gracias a esta formulacio´n, concluir de forma preliminar que las tasas de
mercado no son suficientes para sostener el nivel de la pensio´n y esta modalidad deber´ıa ser
revisada por personas calificadas.
4 1 Introduccio´n
Presentamos adema´s una propuesta de retiro programado basado en un problema del tipo
portafolio balanceado. El objetivo con esta propuesta es mostrar una aplicacio´n del con-
trol o´ptimo estoca´stico en la administracio´n te´cnica de portafolios pensionales. Es decir,
se presenta una ecuacio´n diferencial estoca´stica lineal de Itoˆ para la dina´mica del saldo de
la cuenta considerando un proceso adicional ωt, el proceso de control del sistema, el cual
define un portafolio de inversio´n en un mecanismo que renta una tasa fija r y en otro acti-
vo financiero susceptible a riesgo de mercado, por ejemplo: un fondo de inversio´n, carteras
colectivas o acciones, cuyo valor de mercado es modelado mediante un proceso de Wiener
geome´trico. El valor incial de este portafolio corresponde al monto de capital acumulado
durante el periodo de cotizacio´n al plan de retiro. La idea con la definicio´n de este portafolio
es aproximar la composicio´n o´ptima del mismo a trave´s de la minimizacio´n de una funcio´n
de pe´rdida, [Emms & Haberman, 2008]. Para el caso considerado, la expresio´n ana´litica de
ωt existe, y se desprende de la formulacio´n y condicio´n de primer orden de una ecuacio´n
conocida en la literatura como la ecuacio´n diferencial parcial de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJB), [Bjork, 2003, cap. 19].
Este trabajo esta´ organizado como sigue: en la parte I (cap´ıtulos 2, 3 y 4) se presentan los
preliminares de la definicio´n de un esquema pensional en modalidad de retiro programado,
se presenta la deduccio´n de la solucio´n del saldo de la cuenta de ahorro, considerando la in-
tegral estoca´stica con respecto a Wt, luego de esto se desarrollan experimentos de simulacio´n
en la aproximacio´n de la distribucio´n de T0. Por u´ltimo se menciona la propuesta para la
evolucio´n del saldo basados en este caso en la integral estoca´stica sobre una semimartingala,
en particular una cadena de Markov homoge´nea en tiempo continuo, δt. La deduccio´n de
la solucio´n es una versio´n generalizada tambie´n del me´todo de variacio´n de para´metros, en
donde se considera la variacio´n cuadra´tica de la integral de la cadena.
En la parte II (cap´ıtulo 5) se presenta la aplicacio´n del control o´ptimo estoca´stico en la
determinacio´n de un portafolio o´ptimo del que se devenga la mesada en la modalidad de
retiro programado. Se presentan las definiciones ba´sicas asociadas a esta teor´ıa. Consideran-
do ciertas funciones de pe´rdida se llega a la expresio´n anal´ıtica del proceso de control ωt, el
cual define el porcentaje del saldo remanente destinado a la inversio´n en renta fija y renta
variable.
Por u´ltimo las conclusiones y recomendaciones e investigacio´n futura que se desprende de
este estudio.
1.1. Diagrama de flujo
El siguiente es un diagrama de flujo cuya finalidad es hacer claro para el lector la estructura
de la tesis; co´mo se deben entender los temas desarrollados y co´mo es su relacio´n en la pro-
puesta de un modelo para el ana´lisis te´cnico del retiro programado.
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2. Modelo para la evolucio´n del saldo y
el tiempo de primer arribo
2.1. Preliminares
El retiro programado es una de las modalidades de pensio´n que actualmente son reconocidas
por la ley colombiana.
Es la modalidad de pensio´n en la cual el afiliado o los beneficiarios, obtienen
su pensio´n de la sociedad administradora, con cargo a su cuenta individual de
ahorro pensional y al bono pensional a que hubiera lugar.
La idea detra´s de este mecanismo es que, mediante el aporte de un capital que la persona
obtiene en un periodo de acumulacio´n (periodo de cotizacio´n), la sociedad administradora
se encargue de la administracio´n de estos recursos de tal forma que el pensionado reciba
mensualmente su mesada para el disfrute de la vejez. Los ca´lculos de la mesada pensional
surgen del siguiente procedimiento:
Para estos efectos, se calcula cada an˜o una anualidad en unidades de valor cons-
tante, igual al resultado de dividir el saldo de su cuenta de ahorro y bono pensio-
nal, por el capital necesario para financiar una unidad de renta vitalicia para el
afiliado y sus beneficiarios. La pensio´n mensual correspondera´ a la doceava parte
de dicha anualidad.
Con respecto a las “garant´ıas” que la misma ley contempla en esta modalidad de pensio´n se
dice que:
El saldo de la cuenta de ahorro pensional, mientras el afiliado disfruta de una
pensio´n por retiro programado, no podra´ ser inferior al capital requerido para
financiar al afiliado y sus beneficiarios una renta vitalicia de un salario mı´nimo
legal mensual vigente.
Quiere decir esto entonces que las sociedades administradoras deber´ıan garantizar un nivel
mı´nimo en el saldo de la cuenta de la cual el pensionado devenga su mesada. Deber´ıa existir
una figura de cobertura dina´mica que se incorpore dentro del esquema de retiro, el cual
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contemple una prima pagadera, por ejemplo, al inicio del contrato de servicio y mediante la
cual la persona tenga la garant´ıa que el saldo de su cuenta de ahorro individual no estara´ por
debajo de una cantidad mı´nima para adquirir una renta vitalicia por un salario mı´nimo
legal vigente. Una de las primeras aproximaciones en el tema fue propuesta por [Gerber
& Pafumi, 2000] quienes mediante el empleo del principio de reflexio´n con respecto a una
barrera constante, la cual se define como el nivel mı´nimo de garant´ıa de saldo en un fondo,
logran calcular el valor de la prima de cobertura dina´mica de forma anal´ıtica.
Introducir un sistema de garant´ıas dina´micas al sistema de retiro programado no es una tarea
fa´cil, debido a que las tasas de los portafolios donde se invierte el capital del pensionado no
se comportan como un proceso de Wiener. Este comportamiento es ma´s similar al de un
proceso estacionario. Algunas de las propuestas que se han hecho han sido por ejemplo la de
modelar esas tasas con un modelo de dos estados de la forma:
Xk = Uk + ηk (2-1)
Uk = φ0 + φ1Uk−1 + φ2Uk−2 + . . .+ φpUk−p + k (2-2)
donde se observa que el proceso Uk es un proceso AR (p), y los errores k y ηk son indepen-
dientes con ηk
i.i.d.∼ N (0, σ2) y k i.i.d.∼ NIG (µ, α, β, δ), [Giraldo, 2012].
El sistema de retiro programado es similar al de amortizacio´n de un cre´dito en el que el
pensionado es el “acreedor” de la sociedad administradora, la tasa de intere´s por dicho
“pre´stamo” es una tasa aleatoria que se desprende de la rentabilidad obtenida en el mercado
de valores del capital que el “acreedor” da a su “prestatario”. De esta tasa de rentabilidad
se debe desprender el crecimiento del fondo y la deduccio´n del mismo de la mesada de pensio´n.
El modelo para el saldo de la cuenta de ahorro pensional que se propone en este trabajo,
inicialmente, resulta ser entonces el de una ecuacio´n diferencial estoca´stica (EDE de ahora
en adelante) lineal de Itoˆ. Es decir, una ecuacio´n cuya solucio´n viene dada por un proceso
en tiempo continuo, definido e´ste a su vez mediante la integral estoca´stica con respecto al
proceso Wiener esta´ndar, Wt. A parte de esto se considera una propuesta para el modelo del
saldo basada en una cadena de Markov en tiempo continuo homoge´nea, es decir, una EDE
en semimartingala. Para ambos modelos considerados el proceso inco´gnita de la ecuacio´n es
el saldo para un an˜o t, Vt, donde, para ambos casos tambie´n, existe un te´rmino no homoge´no,
Ht, una funcio´n entendida como la mesada pensional que la persona recibe el mismo an˜o j,
calculada e´sta con base en el saldo al final del an˜o j − 1. Dicho ca´lculo es realizado segu´n el
modelo contemplado en la Ley 100 de 1993 como el saldo en el an˜o j − 1 divido por el valor
de una renta vitalicia por un salario mı´nimo legal vigente. El primer objetivo entonces recae
en el modelamiento mediante una EDE de la evolucio´n del saldo de una cuenta de ahorro
individual de una pensio´n en modalidad de retiro programado.
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Luego de tener este modelo el intere´s recae en analizar, en este estudio mediante un expe-
rimento de simulacio´n, la distribucio´n del tiempo de primer arribo, T0, a la barrera mo´vil
dada por valor de la renta vitalicia por un salario mı´nimo legal mensual vigente. Esto u´ltimo
debido a que como esta´ planteado en la ley llegar a esta barrera representar´ıa una ruina para
el pensionado. El concepto de ruina en el contexto de este estudio no se debe entender como
el evento que el saldo de la cuenta llegue a 0. Lo que se pretende mediante esta aproximacio´n
es poder evidenciar emp´ıricamente si el retiro programado, bajo un determinado modelo pa-
ra la tasa de intere´s, es capaz de proveer una pensio´n mensual superior a un salario mı´nimo
legal vigente o si por el contrario se puede, gracias a esta formulacio´n, concluir de forma
preliminar que las tasas de mercado no son suficientes para sostener el nivel de la pensio´n y
esta modalidad deber´ıa ser revisada por personas calificadas pertenecientes al gremio de las
administradoras de fondos de pensio´n y el de las aseguradoras.
La escritura de la ecuacio´n para la dina´mica del saldo de la cuenta de retiro programado
viene dada entonces por:
dVt
dt
= δtVt −Bt (2-3)
donde δt es la tasa instantanea de retorno del portafolio en el que se tiene invertido el saldo
de la cuenta individual de ahorro y el te´rmino Bt coincide con la tasa de pagos de la mesada
tal que
∫ t
0
Bsds corresponde al pago total en un periodo [0, t].
Para el caso del retiro programado el art´ıculo 81 de la ley 100 de 1993 define que:
Se calcula cada an˜o una anualidad en unidades de valor constante, igual al re-
sultado de dividir el saldo de la cuenta de ahorro y bono pensional, por
el capital necesario para financiar una renta vitalicia para el afiliado y
sus beneficiarios
siendo esto as´ı, la dina´mica del saldo de la cuenta de ahorro individual de una pensio´n en mo-
dalidad de retiro programado debe estar afectada por una tasa de consumo, correspondiente
a la mesada de pensio´n total anual, de la forma:
Bt =
Vt
a¯x+t
(2-4)
A su vez el modelo que se plantea en 2-3 obedece al de una ecuacio´n diferencial aplicada a
un flujo de caja, donde el aumento en el valor de la cuenta estara´ dado por la tasa de capi-
talizacio´n δt, y la tasa de consumo, o tasa a la que el saldo va decreciendo, es precisamente
la expresio´n 2-4.
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La idea para la representacio´n del saldo de la cuenta de ahorro individual es seguir una
metodolog´ıa propuesta por [Emms & Haberman, 2008], quienes consideran un modelo en
tiempo continuo para el saldo del portafolio, el cual esta´ sujeto a riesgo de mercado y este
riesgo se representa mediante la presencia de un proceso de difusio´n, un proceso de Itoˆ, en
la tasa de capitalizacio´n del saldo de la inversio´n. Una salvedad que se debe hacer para el
caso del presente estudio es que a diferencia del trabajo de [Emms & Haberman, 2008] el
modelo para el retiro programado considera que la mesada de pensio´n s´ı depende del nivel
del saldo. Siendo esto as´ı, la EDE general para el saldo vendr´ıa dada por1:
dVt
dt
= δtVt − Vt
a¯x+t
(2-5)
donde Vt corresponde al valor del saldo de la cuenta de ahorro individual al an˜o t.
Inicialmente la ecuacio´n 2-3 se podr´ıa pensar tiene una solucio´n igual a la de una ecuacio´n
diferencial ordinaria (EDO de ahora en adelante) donde el factor integrante de la misma ser´ıa
la exponencial de integral del proceso δt, exp
(∫ t
t0
δsds
)
, es decir, que la solucio´n estuviera
dada, considerando una condicio´n inicial para el saldo de Vt0 , por
2:
Vt = e
∫ t
t0
δsds
{
Vt0 −
∫ t
t0
e
− ∫ st0 δsdsBsds
}
(2-6)
El inconveniente que este planteamiento posee es que para que la solucio´n de 2-3 sea de
la forma 2-6 se deber´ıa tener una versio´n de la regla del producto cuando se involucra un
proceso estoca´stico. [Villafuerte et al., 2012] obtienen esta regla adema´s de la regla de la
cadena para derivadas en media cuadra´tica con una aplicacio´n a la solucio´n de EDE en
media cuadra´tica, en su ana´lisis parten de considerar procesos de segundo orden:
Definicio´n 1 Un proceso estoca´stico Vt, t ∈ T donde T es un intervalo cerrado contenido
en <, definido en un espacio de probabilidad (Ω, P, F ) se dice proceso de segundo orden si
para cada t ∈ T , E [V 2t ] <∞
con base en esta definicio´n construyen adema´s el concepto de continuidad en media cuadra´ti-
ca,
(
L2
)
, como:
Definicio´n 2 Un proceso estoca´stico de segundo orden Vt se dice continuo en media cuadra´ti-
ca en t ∈ T fijo, si:
1El te´rmino a¯x+t corresponde al valor presente actuarial de una anualidad monetaria. En este caso los
valores presentes consideran una tasa te´cnica y una ley de mortalidad.
2t0 representa la edad de retiro de la persona. En algunos sistemas pensionales como por ejemplo el brita´nico
la edad en la cual se puede comenzar a disfrutar el retiro son los 65 an˜os para hombres.
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l´ım∆t→0
√
E [Vt+∆t − Vt]2 = 0
l´ım∆t→0 ‖Vt+∆t − Vt‖2 = 0 (2-7)
y el de derivada en media cuadra´tica:
Definicio´n 3 El proceso
{
dVt
dt
; t ∈ T
}
es la derivada en media cuadra´tica del proceso Vt; t ∈ T
si:
l´ım
∆t
‖Vt+∆t − Vt
∆t
− dVt
dt
‖2 = 0 (2-8)
el resultado central de la investigacio´n de los autores se puede resumir en:
Definicio´n 4 Sea, para t ∈ T , Zt un proceso de segundo orden con derivada en media
cuadra´tica
dZt
dt
y Wt una funcio´n determin´ıstica con derivada
dWt
dt
o un proceso de segun-
do orden independiente de Zt con derivada en media cuadra´tica
dWt
dt
. Entonces el producto
WtZt es diferenciable en media cuadra´tica para todo t ∈ T y su derivada en media cuadra´tica
viene dada por:
d
dt
(WtZt) =
dWt
dt
Zt +
dZt
dt
Wt (2-9)
Estas reglas, [Villafuerte et al., 2012] mencionan, no son fa´cilmente extendibles para el caso
en que se considere un proceso arbitrario Wt diferenciable en media cuadra´tica. El requisito
que definen para los procesos involucrados en estas ecuaciones es el de existencia de mo-
mentos de orden cuatro, y por lo tanto comienzan por el estudio de ecuaciones diferenciales
estoca´sticas e integrales estoca´sticas de procesos de cuarto orden3. Muestran entonces que
para procesos con propiedades de cuarto momento las ecuaciones diferenciales estoca´sticas
en media cuadra´tica esta´n bien definidas y por lo tanto ser´ıan modelos aceptables, por ejem-
plo, para la solucio´n del modelo de saldo. Algunas de las aplicaciones que presentan esta´n
asociadas a procesos gaussianos donde, por el hecho de poseer estos distribuciones finito
dimensionales normales, la condicio´n de cuarto momento es fa´cilmente verificable.
El inconveniente en la aplicacio´n de los resultados obtenidos por estos autores al momento
de plantear la EDE para el saldo de la cuenta de ahorro del retiro programado como una
3Los procesos de orden cuatro se entienden como aquellos que tienen momentos de cuarto orden finitos,
[Villafuerte et al., 2012, p.117].
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EDE en media cuadra´tica, y poder darle solucio´n mediante la regla del producto de la forma
2-9, es que a pesar que las condiciones de cuarto momento no son complicadas de verificar
sobre una cadena de Markov, debido a que este tipo de proceso es seccionalmente constante,
de variacio´n limitada, y por lo tanto todos sus momentos son finitos, la segunda de las
condiciones que se tiene que cumplir no es fa´cilmente verificable sobre la cadena.
Para que la solucio´n de la ecuacio´n del flujo pueda ser equivalente a la forma 2-6 en el
sentido de media cuadra´tica, la cadena de Markov δt tiene que cumplir las siguientes dos
condiciones, [Villafuerte et al., 2012, p.124-125]:
1. δt tiene que ser un proceso continuo en media de orden cuatro para todo s ∈ [t0, t]
2. sup
s∈[−θ,θ]
E
{
exp
(
r
∫ t+s
t0
δudu
)}
< +∞, para algu´n r > 4 y algu´n θ > 0
Como se menciono´, el hecho que las cadenas de Markov son procesos seccionalemnte conti-
nuos garantiza la existencia de todos sus momentos, entre ellos por supuesto el momento de
orden cuarto, sin embargo esta sola condicio´n no garantiza la continuidad de orden cuarto
del proceso; dicho requierimiento se satisface si y so´lo si la funcio´n E (δ (t) δ (s) δ (u) δ (v)) es
continua en (t, t, t, t) ∈ T 4, [Villafuerte et al., 2012, p.119].
Con respecto a la segunda condicio´n se tiene que analizar el proceso ∆t =
∫ t
t0
δsds, el cual
por medio de una construccio´n a trave´s de las trayectorias de la cadena de Markov δt, y en-
tendiendo la integral de la definicio´n como un integral en la medida de Lebesgue, resulta ser
un proceso seccionalmente continuo; no necesariamente creciente o decreciente, esto depende
de los estados en los que este´ definida la cadena. Con esta u´ltima condicio´n intuitivamente se
podr´ıa pensar que es factible encontrar la vecindad en s, a trave´s de un θ > 0, tal que para
algu´n r > 4 el supremo sea acotado, no obstante esta condicio´n no es fa´cilmente verificable
de forma te´cnica.
Considerando lo anterior se opto´ entonces por buscar otro enfoque de ca´lculo estoca´stico tal
que la EDE del saldo, considerando la cadena, tenga una solucio´n expl´ıcita y dicha solucio´n
pueda ser aproximada de alguna manera. Esta inco´gnita se puede responder considerando la
forma en que [Norberg, 2005] propone una representacio´n de una cadena de Markov en tiempo
continuo homoge´nea. Sea (Ω,F, P ) y {Yt}t≥0 una cadena de Markov en tiempo continuo con
un espacio de estados finito de la forma Y = (0, 1, 2, . . . , n). Se asume que Yt es homoge´nea,
es decir, la probabilidad de transicio´n de un estado e a uno f :
pefτ = P [Yt+τ = f |Yt = e] (2-10)
dependen solamente de τ , el rezago del proceso. Este hecho hace que las tasas de transferencia
del proceso:
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λef = l´ım
t→0
peft
t
(2-11)
sean constantes. Las tasas para todos los estados definen la matriz de intensidades Λ, la cual
a su vez se puede relacionar con la matriz de transicio´n Pt mediante la expresio´n:
Λ = l´ım
t→0
1
t
(Pt − I) (2-12)
donde I representa la matriz identidad.
Si se define una variable indicadora sobre el evento que la cadena se encuentre en el estado
e en un tiempo t:
Iet = 1[Yt=e] (2-13)
y si se define un proceso de conteo N eft como el nu´mero de transiciones directas de Y de un
estado e a un estado f como:
N eft = |
{
τ : 0 < τ ≤ t, Yτ− = e, Yτ = f
} | (2-14)
donde |A| es el cadinal del conjunto A. Se puede representar una cadena de Markov de la
siguiente forma:
Yt =
∑
e
eIet (2-15)
Iet = I
e
0 +
∑
f ;f 6=e
(
N fet −N eft
)
(2-16)
es decir, una cadena de Markov en tiempo continuo se puede expresar a trave´s de un proceso
de conteo, N eft . Siendo esto as´ı Norberg en [Norberg, 2003, p. 5] muestra que el proceso M
ef
t
es una martingala de la forma:
dM eft = dN
ef
t − Iet λefdt (2-17)
y dado que la variable indicadora, el estado de la cadena y el proceso de conteo comparten la
misma informacio´n, 2-17 representa el resultado deseado de una cadena de Markov, y es que
ella se puede descomponer como la suma de una martingala ma´s un compensador definido a
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partir de la matriz de intensidad Λ. Una cadena de Markov es entonces una semimartinga-
la. Con esta caracter´ıstica definida la inquietud de que´ versio´n del ca´lculo estoca´stico es la
adecuada para dar solucio´n a 2-3 considerando δt como una cadena de Markov homoge´nea
en tiempo continuo queda respondida, el ca´lculo en semimartingalas.
En el caso que δt este´ definida en te´rminos dWt, el diferencial de un proceso Wiener esta´ndar,
la teor´ıa de las EDE lineales de Itoˆ sera´ la herramienta teo´rica que permitira´ obtener una
solucio´n consistente para la representacio´n del estado del saldo de la cuenta de ahorro indi-
vidual de retiro programado.
Teniendo claro el modelo mediante el cual se definira´ la evolucio´n del saldo, el intere´s radica
entonces en analizar, como se menciono´ anterorimente, la distribucio´n del tiempo para el
cual, bajo dicha representacio´n, el saldo llega a caer a un nivel menor o igual al del valor
presente de una renta vitalicia por un salario mı´nimo legal vigente. E´ste u´ltimo sera´ el tiempo
de primer arribo a una barrera mo´vil que se define en este estudio. Su definicio´n viene dada
por:
T0 = mı´n {t > t0 : Vt ≤ a¯x+t} (2-18)
La razo´n por la cual este tiempo de primer arribo, T0, resulta de intere´s es porque segu´n lo
estipula la ley los saldos del retiro programado deber´ıan ser suficientes para que la personas
en uso de su retiro disfruten de una vejez recibiendo de la administradora una mesada su-
perior a un salario mı´nimo legal vigente. Si este evento tiene una probabilidad positiva de
ocurrencia es claro que la calidad de vida de la persona se ver´ıa seriamente comprometida
debido a que por lo general el o ella tiene su co´nyuge y los ingresos que perciben deben ser
suficientes para responder por las necesidades de ambos.
Los resultados que se presentara´n en los siguientes cap´ıtulos de esta primera parte esta´n
relacionados entonces con la aproximacio´n, mediante un experimento de simulacio´n, de la
distribucio´n de T0 al valor de la renta vitalicia, cuyo ca´lculo esta´ ligado a un ley de su-
pervivencia dada por la distribucio´n de Gompertz. El caso para el cual se presentan estos
resultados de simulacio´n es el que considera la tasa de retorno del fondo regida por un proce-
so Wiener con para´metros de deriva y volatilidad µ y σ, la solucio´n de la EDE para el saldo
se presenta de forma expl´ıcita y detallada. Luego de esto, y como ya se ha mencionado, se
propone un modelo para la solucio´n de la ecuacio´n del saldo basado en un proceso estaciona-
rio el cual permita una mayor versatilidad al modelo, δt, una cadena de Markov homoge´nea
en tiempo continuo y con un conjunto de estados finitos.
3. Solucio´n de la ecuacio´n del saldo:
proceso de Wiener.
3.1. Introduccio´n a las ecuaciones diferenciales
estoca´sticas lineales
Las ecuaciones diferenciales son modelos empleados para describir la dina´mica de un sistema.
Una ecuacio´n diferencial estoca´stica se origina cuando se adiciona un factor de ruido a
una una ecuacio´n diferencial ordinaria. Los modelos de EDE empledos comu´nnmente en
problemas econo´micos, financieros o actuariales son los de difusio´n de Itoˆ o´ ecuaciones de
Itoˆ, definidas como:
dXt = µ (Xt, t) dt+ σ (Xt, t) dWt (3-1)
X0 = x
donde dWt representa el diferencial de un proceso Wiener unidimensional. [Klebaner, 2005, p.
56] define a Wt, t > 0, como un proceso estoca´stico con las caracter´ısticas:
1. Incrementos independientes: Wt −Ws, para t > s es independiente del pasado del pro-
ceso, es decir, de Wu, 0 ≤ u ≤ s, o en otros te´rminos de Fs, la σ-a´lgebra generada por
Ws, u ≤ s
2. Incrementos Gaussianos: Wt −Ws sigue una distribucio´n normal con media 0 y varian-
za t− s. Esto implica que (tomando s = 0) Wt −W0 sigue una distribucio´n N (0, t)
Se puede mostrar adema´s que existe una versio´n de Wt, [Grigoriu, 2002], que posee la carac-
ter´ıstica de tener caminos continuos y no diferenciables en ningu´n punto con probabilidad 1;
entonces cuando se menciona su diferencial se hace referencia a una variacio´n infinitesimal,
es decir, a un cambio del proceso en un intervalo de una longitud muy pequen˜a, y no a
su derivada con respecto a t, en el sentido del ca´lculo diferencial. Las funciones µ (Xt, t) y
σ (Xt, t) reciben el nombre de tendencia y difusio´n, o en otros te´rminos son los procesos de
deriva y volatilidad.
Una de las interpretaciones que permite el entendimiento de este tipo de modelos es suponer
16 3 Solucio´n de la ecuacio´n del saldo: proceso de Wiener.
que Xt representa la posicio´n de una part´ıcula en un tiempo t. Entonces la razo´n de cambio
de su posicio´n se puede describir a trave´s de una funcio´n de su posicio´n actual (como es
natural pensar en este caso sera´ su velocidad) pero adema´s se integra el factor de ruido,
dWt, el cual se puede pensar como un choque proveniente de fuerzas externas y que tiene
una magnitud de σ (Xt, t). Un objeto cuya variacio´n en la posicio´n sea modelada con este
tipo de EDE tiene la propiedad de tener trayectorias continuas con probabilidad 1 pero es
no diferenciable en todo t.
Un proceso Xt es llamado solucio´n fuerte de la EDE 3-1 si para todo t > 0 las integrales∫ t
0
µ (Xs, s) ds y
∫ t
0
σ (Xs, s) dWs existen. Siendo la segunda una integral del Itoˆ:
Xt = x+
∫ t
0
µ (Xs, s) ds+
∫ t
0
σ (Xs, s) dWs (3-2)
con respecto a la integral de Itoˆ en 3-2 [Klebaner, 2005, p. 91] define la existencia de la
misma considerando por ejemplo procesos no aleatorios simples, que no dependen de Wt, de
la forma:
σt = c0I0 (t) +
n−1∑
i=1
ciI(ti,ti+1] (t) (3-3)
donde {ci}n−1i=1 es un conjunto de constantes e I (t) es una variable indicadora. La integral
de Itoˆ sobre este tipo de procesos resulta ser la combinacio´n, a trave´s de las constantes ci,
de los incrementos del proceso Wt sobre los tiempos discretos sobre los cuales esta´ definido
el proceso σt. Luego de este planteamiento se define que las constantes ci sean variables
aleatorias, i, con esto se plantea la idea de la integral de un proceso adaptado con respecto
a Wt. El resultado de la existencia de la integral de Itoˆ de un proceso adaptado se puede
consultar en [Klebaner, 2005, p. 95].
Para definir la integral estoca´stica de un proceso, que se puede denotar en general como Xt,
con respecto a Wt [Sheldon, 2006, p. 132], considerando una particio´n de la forma
P : 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tJ = t del intervalo [0, t], define la existencia de e´sta mediante el
modo de convergencia en L2, convergencia en media cuadra´tica, de una suma de Riemann-
Stieljes de la forma:
S [P,X] =
J∑
i=1
Xtj−1
[
Wtj −Wtj−1
]
(3-4)
Si se cumple que:
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E
(∫ t
0
X2sds
)
<∞ (3-5)
se puede garantizar entonces que:
l´ım
max|tj−1−tj |→0
E
(
S [P,X]−
∫ t
0
XsdWs
)2
= 0 (3-6)
es decir, la suma de Riemann converge en media cuadra´tica al proceso
∫ t
0
XtdWt, la integral
estoca´stica.
En los problemas aplicados en finanzas y actuar´ıa las ecuaciones diferenciales estoca´sticas
lineales de Itoˆ han sido ampliamente utilizadas; el modelo general, con condicio´n inicial x,
es de la forma:
dXt = (αt + βtXt) dt+ (γt + ζtXt) dWt, t ≥ 0 (3-7)
X0 = x (3-8)
la ecuacio´n 3-7 tiene una solucio´n expl´ıcita, bajo la restriccio´n que las funciones (α, β, γ, ζ)
sean funciones adaptadas a Wt y continuas en t. Dicha solucio´n resulta ser una generalizacio´n
del me´todo de variacio´n de para´metros en las EDO y es de la forma:
Xt = UtVt (3-9)
donde Ut es la solucio´n de una EDO de la forma:
dUt = βtUtdt+ ζtUtdWt
dUt = UtdYt (3-10)
donde el proceso de Itoˆ Yt se define como:
dYt = βtdt+ ζtdWt (3-11)
La solucio´n de 3-10, [Klebaner, 2005, p. 131], es la exponencial estoca´stica.
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Ut = U0exp
(
Yt − Y0 − 1
2
[Y, Y ]t
)
= U0exp
(∫ t
0
βsds+
∫ t
0
ζsdWs − 1
2
∫ t
0
ζ2sds
)
= U0exp
(∫ t
0
(
βs − 1
2
ζ2s
)
ds+
∫ t
0
ζsdWs
)
(3-12)
donde la expresio´n [Y, Y ]t corresponde a la variacio´n cuadra´tica del proceso Yt y d [Y, Y ]t = ζ
2
t dt.
Retomando la ecuacio´n 3-9 y planteando el diferencial del proceso Vt como:
dVt = atdt+ btdWt (3-13)
el objetivo es entonces emplear la regla del producto para hallar at y bt de tal forma que se
satisfaga e´sta. Cuando se habla de la regla del producto en procesos estoca´sticos se generaliza
el concepto desarrollado en el ca´lculo diferencial debido a que en este caso s´ı se considera la
funcio´n de variacio´n cuadra´tica de los procesos involucrados en el diferencial y no como en
el ca´lculo convencional, ca´lculo diferencial de funciones determin´ısticas, donde por ser estas
funciones continuas y acotadas, por lo menos en la mayor´ıa de los casos, dichas variaciones
son siempre 0. Siendo esto as´ı se debe entonces contar con una expresio´n para el ca´lculo
del diferencial del producto de un par de procesos estoca´sticos de tal forma que se pueda
generalizar el me´todo de variacio´n de para´metros y encontrar la solucio´n a EDE lineal de la
forma 3-7.
Sean Xt y Yt dos procesos estoca´sticos definidos en un espacio de probabilidad (Ω, P, F ), la
variacio´n cruzada se define como:
[X, Y ]t = l´ımιn→0
n−1∑
i=0
(
Xtni+1 −Xtni
)(
Ytni+1 − Ytni
)
(3-14)
con ιn = max1≤i≤n
(
tni+1 − tni
)
, el ma´ximo de una particio´n que se haga del intervalo (0, t).
La suma en el l´ımite se puede expresar como:
=
n−1∑
i=0
(
Xtni+1Ytni+1 −Xtni Ytni
)
−
n−1∑
i=0
Xtni
(
Ytni+1 − Ytni
)
−
n−1∑
i=0
Ytni
(
Xtni+1 −Xtni
)
= XtYt −X0Y0 −
n−1∑
i=0
Xtni
(
Ytni+1 − Ytni
)
−
n−1∑
i=0
Ytni
(
Xtni+1 −Xtni
)
(3-15)
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los dos u´ltimos sumandos convergen en probabilidad a las integrales de Itoˆ
∫ t
0
XsdYs y∫ t
0
YsdXs, de esto se concluye que la regla del producto d (XtYt) viene dada por:
d (XtYt) = XtdYt + YtdXt + d [X, Y ]t (3-16)
Con esta versio´n de la regla del producto, 3-16, para procesos estoca´sticos, con ayuda de
la exponencial estoca´stica Ut y considerando U0 = 1 y V0 = X0, [Klebaner, 2005, p. 131]
muestra que la solucio´n general de una EDE lineal de Itoˆ viene dada de la forma, ver anexo
A:
Xt = Ut
(
X0 +
∫ t
0
αs − ζsγs
Us
ds+
∫ t
0
γs
Us
dWs
)
(3-17)
3.2. Modelo para el saldo de la cuenta individual de
pensio´n
En esta seccio´n se emplean los resultados precedentes para dar solucio´n a una EDE que
modela la evolucio´n del saldo de una cuenta induvidual de pensio´n en modalidad de re-
tiro programado. Luego de presentar el detalle de esta solucio´n el objetivo es analizar la
distribucio´n emp´ırica del tiempo de primer arribo T0.
El proceso Wiener Wt, con para´metros deriva (media) y volatilidad (desviacio´n esta´ndar) µt
y σt respectivamente, es la solucio´n de una EDE lineal de la forma 3-7 y sus caractar´ısticas
ma´s relevantes son:
1. Es un proceso Gaussiano con incrementos independientes y estacionarios.
2. Sus trayectorias son funciones de t es continuas con probabilidad 1 pero no diferencia-
bles.
A modo de ejemplo se presentan algunas trayectorias simuladas de este proceso:
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Figura 3-1.: Trayectoria proceso Wiener X0 = 1, µ = 0, σ = 1
Figura 3-2.: Trayectoria proceso Wiener X0 = 1, µ = 0, σ = 2
la simulacio´n de estas trayectorias se hizo con ayuda del software R, mediante las siguientes
instrucciones:
###Simulacio´n de un proceso de Wiener###
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#Librerı´a con el simulador Stochastic Differential Equations.
require(sde)
#Horizonte de la simulacio´n.
T<-48
#Punto inicial
t0<-62
#Nu´mero de valores a simular
N<-1000
#Expresio´n para el para´metro de deriva.
mu<-expression(0)
#Expresio´n para el para´metro de volatilidad.
sigma<-expression(1)
#Objeto con la simulacio´n de la tryaectoria del proceso.
sim<-sde.sim(t0=t0,T=T+t0,N=N,X0=1,drift=mu,sigma=sigma,M=1)# simulacio´n.
#Gra´fica de la simulacio´n.
plot(sim,ylab="",main="",col="red")# gra´fica de la serie de tiempo.
Uno de los inconvenientes, no obstante su gran aceptacio´n en modelos actuariales y financie-
ros, de tomar un proceso de Wiener como modelo para la tasa de del retiro programado, δt,
es que por lo general el comportamiento observado de las mismas, dada la posicio´n conser-
vadora que las sociedades administradoras tienen en las inversiones por la responsabilidad
que para ellos representa, suele asemejarse ma´s a un proceso estacionario, y el proceso de
Wiener no es estacionario.
Sin importar este hecho se opta por presentar la aproximacio´n de la distribucio´n del tiempo
de primer arribo a la barrera mo´vil con este proceso pensando en que situaciones donde la
tasa pueda estar en un escenario de estre´s, representando por ejemplo periodos de alta volati-
lidad en las tasas de los TES del Ministerio de Hacienda Nacional los cuales suelen componer
gran porcentaje del portafolio de las administradoras de fondos de pensiones (AFP) del pa´ıs.
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3.2.1. Solucio´n de la ecuacio´n diferencial estoca´stica del saldo de la
cuenta
Si Vt es el saldo de la cuenta de retiro programado de un jubilado en la edad e+ t, entonces
la EDE que representa la dina´mica de dicho saldo viene representada por:
dVt =
[
µ− 1
a¯e+t
]
Vtdt+ σVtdWt (3-18)
Vt es entonces un proceso de difusio´n donde el proceso de media viene dado por
µ (Vt, t) =
[
µ− 1
a¯e+t
]
Vt y el proceso de volatilidad σ (Vt, t) = σVt.
El te´rmino a¯t corresponde a la versio´n actuarial del valor presente:
a¯x =
∫ w−x
0
e−rt tpxdt (3-19)
donde r representa una tasa de descuento actuarial, que en este estudio se fijo´ en 4 % efec-
tiva anual que es la tasa usada actualmente en el pa´ıs, y w representa la edad ma´xima de
vida de una persona, en este estudio se fijo´ en 110 an˜os. upt representa la probabilidad de
supervivencia mediante la distribucio´n de Gompertz:
tpx = e
− ∫∞0 µs+tds (3-20)
donde la expresio´n para la fuerza de mortalidad µx+t en la edad x+ t viene dada por:
µx+t = a+ bc
x+t (3-21)
con a > 0, a+ b > 0, c > 1 y 0 ≤ t ≤ w − x. Se considera ahora el siguiente cambio de
para´metros para efectos del ca´lculo de la anualidad en 3-19: s = e−a, g = e−b/ln(c), esto per-
mite expresar tpx como s
xgc
x(ct−1).
Ahora, si 3-20, considerando la fuerza de mortalidad Gompertz en 3-21, es reemplazada en
3-19 se obtiene que, [Mingari, G. et al., 2006, ec. 10]:
a¯x =
(−cxln (g))−
ln(sv)
ln(c)
gcx ln (c)
{
Γ
(
ln (sv)
ln (c)
,−cxln (g)
)
− Γ
(
ln (sv)
ln (c)
,−cwln (g)
)}
(3-22)
donde v = e−r y Γ (y, z) =
∫ ∞
z
e−xxy−1dx es la funcio´n gamma incompleta.
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Es importante anotar que a partir de la ecuacio´n 3-22 se puede mostrar que:
l´ım
t→w−x
a¯x+t = 0
Si se retoma la ecuacio´n 3-18 y se compara con 3-7 se puede verificar facilmente que su
solucio´n se puede constru´ır con base en la teor´ıa de la EDE lienales con base en procesos
de difusio´n de Itoˆ. Para este caso los te´rminos γt y αt son 0, βt =
[
µ− 1
a¯e+t
]
y ζt = σ, y
aplicando el resultado general consignado en 3-17, la solucio´n para el saldo Vt es:
Vt = V0exp
[∫ t
0
(
µ− 1
a¯e+s
)
ds− σ
2t
2
+ σWt
]
(3-23)
La ecuacio´n 3-23 coincide entonces con la expresio´n de un movimiento browniano geome´trico.
Los ca´lculos hechos para aproximar la distribucio´n de T0 fueron desarrollados teniendo en
cuenta el modelo consignado en 3-22 para el ca´lculo del valor de una renta vitalicia por un
salario mı´nimo. Los para´metros utilizados corresponden al caso de uns vida de x = 62 an˜os,
hombre, y los para´metros utilizados para evaluar a¯x+t corresponden a una distribucio´n Gom-
pertz ajustada a la Tabla de Vida segu´n la experiencia de las Aseguradoras para el periodo
2000-2008, actualmente vigente en Colombia para el ca´lculo de Compan˜´ıas de Vida. Estos
para´metros son
s g c r
0.9953583 0.9999905 1.139502 4 %
Tabla 3-1.: Para´metros empleados en el ca´lculo de la anualidad a¯x+t
las simulaciones de la siguiente seccio´n se desarrollaron con ayuda de la librer´ıa de R sde
(Stochastic Differential Equations) en la cual la funcio´n sde.sim permite hacer la simulacio´n
de procesos de difusio´n que son solucio´n de EDE basadas en la martingala Wt. Los detalles
del programa se pueden consultar en el anexoB de este trabajo.
3.2.2. Simulacio´n del saldo
Considere las gra´ficas a continuacio´n:
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Figura 3-3.: Tiempo de primer arribo. δt Wiener (1).
Figura 3-4.: Tiempo de primer arribo. δt Wiener (2).
ambas coinciden con dos simulaciones independientes del saldo de la cuenta de retiro progra-
mado bajo el escenario que la tasa de retorno, δt, es un proceso de Wiener. La l´ınea inferior
en ambas figuras representa la barrera mo´vil a¯x+t, en este caso se fijo´ la edad de retiro en
62 an˜os y se observa que las dos trayectorias simuladas del saldo alcanzan este nivel luego
que la persona en uso de retiro sobrepasa los 80 an˜os de edad, es decir, alrededor de 20 an˜os
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luego de haber comenzado su retiro y obteniendo su mesada de pensio´n bajo el esquema de
retiro programado. Inicialemente se tiene podr´ıa tener la sospecha que si la tasa del fondo
que administra el fondo de pensio´n fuera modelada por un proceso Wiener el evento en el
cual el saldo de la pensio´n tiene que ser transferido para la adquisicio´n de una renta vita-
licia podr´ıa ocurrir en edades entre los 80 y 90 an˜os. El experimento de simulacio´n que se
desarrolla consiste en estimar la densidad de T0 y analizar si la probabilidad de ruina es alta
para edades tempranas, por ejemplo entre los 70 y 80 an˜os.
La inversio´n inicial en cada uno de los escenarios fue definida como 334 millones de pesos,
correspondientes con el valor de una renta vitalicia que mensualmente entrega al pensio-
nado una mesada de 2 millones de pesos. El ca´lculo corresponde entonces a la expresio´n
2 ∗ 12 ∗ a¯62|4 %.
3.2.3. Estimacio´n de la densidad del tiempo de primer arribo
A continucacio´n se presenta la distribucio´n emp´ırica del tiempo de primer arribo a la barrera
mo´vil del valor de la renta vitalicia por un salario mı´nimo. Ambos escenarios contemplan
que el proceso de Wiener tiene sus para´metros de rentabilidad y volatilidad en ln(1+6 %)1 y
20 % anual, la edad de retiro son los 62 an˜os, y el horizonte de jubilacio´n contempla 48 an˜os,
es decir, se analiza si el evento de ruina tiene una probabilidad positiva de ocurrencia antes
que la persona tenga 110 an˜os de edad. A parte de esto se presenta tambie´n un resumen
descriptivo resutante de la simulacio´n:
Figura 3-5.: Distribucio´n simulada de T0.
1µ representa la tasa continua eqivalente a una tasa efectiva anual del 6 %
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media desviacio´n esta´ndar mı´nimo ma´ximo mediana c. variacio´n
86.08 an˜os 8.01 an˜os 65.12 an˜os 100.20 an˜os 87.79 an˜os 9.30
Tabla 3-2.: Resumen descriptivo de T0
los resultados del experimento de simulacio´n que se desarrollo´ muestra entonces que la va-
riable T0 tiene un promedio inferior a los 87 an˜os, con desviacio´n esta´ndar alrededor de
los 8 an˜os. Adema´s de esto la distribucio´n tiende en general a estar concentrada en edades
superiores a los 85 an˜os dejando entender con este hecho que el evento de ruina, tra´nsito
del saldo remanente a una renta vitalicia por un salario mı´nimo legal, ocurrir´ıa en una edad
relativamente avanzada aunque no es deseable que un plan de retiro programado, contem-
plando un horizonte ma´s amplio de vida de la persona, termine en ruina en edades cercanas
a dicho punto. Por otra parte de la figura 3-5 se puede apreciar que hubo edades en las que
la transferencia del saldo a la renta vitalicia por un salario mı´nimo legal vigente ocurrio´ en
edades no muy lejanas a la edad de retiro, para los casos particulares entre los 75 y 80 an˜os
de edad. Esta circunstancia hace entender entonces que la tasa de rendimiento de portafolio
pensional tuvo escenarios adversos que no permitieron capitalizar el saldo lo suficiente de
tal manera que e´ste tuviera un nivel por encima del valor de la renta vitalicia. Situaciones
como la anterior no son de esperarse en los sistemas asociados, por ejemplo, con el Re´gimen
de Ahorro Individual (RAI), debido a que los Fondos de Pensiones (AFP) en el pa´ıs deben
tener una estructura conservadora en cuanto a las inversiones que tienes definidas en sus
portafolios, esto debido a que una alta exposicio´n al riesgo, representada por tasas de ren-
dimiento altamente fluctuantes como las que se podr´ıan obtener modela´ndolas con proceso
Wiener, puede comprometer la calidad de vida de las persona que en uso de retiro devengan
su mesada de los rendimientos de dichos portafolios. La edad ma´xima observada en la que
se tiene que hacer, por disposicio´n legal, el tra´nsito a la renta vitalicia es superior a los 100
an˜os. Y en el peor de los escenarios de rentabilidad el tiempo de arribo a la renta vitalicia
fue de 65.12 an˜os, dos an˜os y medio luego de iniciado el periodo de retiro de un hombre con
edad de retiro de 62 an˜os.
Con estos resultados preliminares se podr´ıa pensar que las condiciones de rentabilidad del
portafolio de retiro programado, modelado mediante 3-7 y calculando el valor de la renta
vitalicia con 3-22, no ser´ıan tan ventajosas en te´rminos del evento de anualizacio´n, debido
esto a que como se menciono´ anteriormente en ambos escenarios de simulacio´n hubo edades
muy cortas ,con respecto a la edad de retiro, en las que el saldo remanente tuvo que ser
transferido a Compan˜´ıa de Seguros con el fin de adquirir una renta vitalicia por un salario
mı´nimo legal vigente. Sin embargo es importante aclarar que el modelo presentado para el
ca´lculo del saldo de la pensio´n en retiro programado desarrollado en este cap´ıtulo asume que
la tasa capitalizable en tiempo continuo del fondo esta´ dada´ por un proceso de difusio´n de
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Itoˆ y en particular un proceso de Wiener. Estos proceso por definicio´n son de variacio´n no
limitada y no estacionarios en covarianza. El hecho de ser no estacionarios har´ıa inicialmente
sospechar de lo acertado que podr´ıa ser emplearlos como modelos para tasa de rentabilidad
de portafolios conservadores. Usualmente las fluctuaciones en las tasas de rentabilidad de
estos portafolios no tienden a comportarse de la forma que lo har´ıa un proceso Wiener. Te-
niendo este u´ltimo hecho en cuenta en el siguiente cap´ıtulo se desarrolla la construccio´n de
un modelo para el saldo de una pensio´n en modalidad de retiro programado, considerando
un proceso para la tasa de retorno como una cadena de Markov finita en tiempo continuo,
proceso que por definicio´n es estacionario en covarianza, y planteando la ecuacio´n diferencial
del saldo como una ecuacio´n en semimartingalas.
Por ultimo, con respecto al problema de anualizacio´n de un esquema pensional autores
como [Milevsky & Young, 2002, Milevsky & Robinson, 2000], mencionan que lo que para
el retiro programado en colombia es un evento de ruina para sistemas como el brita´nico es
una oportunidad de reducir riesgo. Esto u´ltimo se puede entender desde el punto de vista
que el retiro programado colombiano es un sistema que siempre esta´ indexado al riesgo
de mercado, debido a que la rentabilidad del portafolio se desprende de la inversio´n en el
mercado de valores, no obstante se sepa que la inversio´n sea de riesgo reducido o medio.
Algunas de las contribuciones hechas por estos autores son la definicio´n de la probabilidad
de ruina y el tiempo o´ptimo de anualizacio´n, ambos resultados toman como base considerar
que el portafolio pensional esta´ constru´ıdo considerando que el factor de riesgo viene dado
por un proceso Wiener. Aplican de igual forma te´cnicas asociadas a ecuaciones diferenciales
estoca´sticas con procesos de Itoˆ y resultados relacionados con control o´ptimo estoca´stico.
3.2.4. Algunos comentarios acerca de los tiempos de primer arribo
El ejericio de las secciones anteriores considero´ que el modelo para la evolucio´n del porta-
folio de donde se obtiene la mesada del retiro programado estaba constru´ıdo a partir de
la martingala Wt, un proceso Wiener esta´ndar. Con las herramientas asociadas a las EDE
se le dio´ solucio´n cerrada al modelo del saldo y mediante un experimento de simulacio´n se
aproximo´ la distribucio´n del tiempo de primer arribo a una renta vitalicia por un salario
mı´nimo.
Resultados ba´sicos asociados a distribuciones de tiempos de primer arribo a barreras fijas de
un proceso de Wiener, Wt, pueden ser consultados en [Sheldon, 2006, p. 137] quien muestra
que una de las aplicaciones de esta teor´ıa esta´ ligado al tema de valoracio´n de opciones barre-
ra por ejemplo. Pero ma´s alla´ de estos desarrollos ba´sicos el trabajo aplicado debe apuntar
a determinar de forma anal´ıtica el ca´lculo de probabilidades del estilo:
P (at ≤ Xt ≤ bt) t ∈ [0, T ] (3-24)
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es decir, la probabilidad que, teniendo en cuenta un horizonte de tiempo, un proceso de
difusio´n Xt se encuentre entre dos barreras mo´viles at y bt (con at < bt). Con respecto a
este problema han surgido propuestas como las de [Wang & Potzelberger, 1997] y [Wang &
Potzelberger, 2008], quienes considerando transformaciones logran establecer equivalencias
entre probabilidades de la forma 3-24 con probabilidades definadas sobre otros procesos
Wiener. En el trabajo desarrollado por estos autores se incluyen modelos como movimientos
brownianos geome´tricos, procesos de Ornstein-Uhlenbeck, para los cuales se puede llegar a
expresiones anal´ıticas de los tiempos de primer arribo a barreras mo´viles dadas por funciones
continuas.
4. Solucio´n de la ecuacio´n del saldo:
cadena de Markov homoge´nea en
tiempo continuo
En el cap´ıtulo anterior se propuso un modelo para el portafolio de retiro programado a
trave´s de una EDE cuya integral estoca´stica fue definida con respecto a la martingala, Wt,
un proceso de Wiener esta´ndar. Mediante la aplicacio´n de la metodolog´ıa de solucio´n de una
EDE de Itoˆ se pudo llegar a la expresio´n anal´ıtica del saldo de la cuenta. Luego de esto se
desarrollo´ un experimento de simulacio´n para la aproximacio´n de la distribucio´n de T0, el
tiempo de primer arribo.
La teor´ıa asociada a la aplicacio´n de ecuaciones diferenciales estoca´sticas de Itoˆ en problemas
relacionados a las finanzas, la economı´a o la actuar´ıa es amplia, [Tiong, 2000,Gerber & Shiu,
1994,Gerber & Shiu, 2003]. Sin embargo, las soluciones de dichas ecuaciones no son las u´nicas
que han tenido reconocimiento en diferentes disciplinas. Existen propuestas como las hechas
por [Norberg, 2003,Norberg, 2005], quien ha extendido conceptos del ca´lculo estoca´stico para
efectos de, por ejemplo, valoracio´n de derivados sobre tasa de intere´s, valoracio´n de garant´ıas
sobre pre´stamos o minimizacio´n de riesgos asociados a planes de seguros.
Esto es diferente al modelo Black-Scholes-Merton, en el cual es un hecho co-
nocido que el te´rmino de media no aparece en los precios de derivados...
El te´rmino de deriva es una propiedad de la trayectoria en el mundo de los pro-
cesos de saltos, pero no en el mundo de movimientos brownianos.
En este cap´ıtulo se presenta una propuesta para la solucio´n de la ecuacio´n del saldo del retiro
programado basado en el ca´lculo de semimartingalas.
4.1. Introduccio´n a las ecuaciones diferenciales
estoca´sticas en semimartingalas
Hasta este punto se ha hablado de algunos detalles y aplicaciones actuariales y financieras
de las EDE lineales. El aspecto que hay que acentuar es que dichas ecuaciones son EDE de
Itoˆ, es decir, el proceso sobre el cual se define la integral estoca´stica es un proceso de Wiener
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esta´ndar el cual, dado que es un proceso Markoviano por sus caracter´ıstica de incrementos
independientes, tiene la siguiente propiedad para s > t:
E (Ws −Wt|σ (Wt, 0 ≤ t ≤ s)) = E (Ws −Wt|Wt)
= E (Ws −Wt)
= 0 (4-1)
El resultado en 4-1 quiere decir que el proceso Wiener esta´ndar Wt es una martingala, [Kleba-
ner, 2005, p. 65]. Las EDE basadas en procesos de Itoˆ son entonces ecuaciones en martingalas.
Existe una generalizacio´n cuando el proceso sobre el cual se define la integral estoca´stica es
una semimartingala, ecuaciones en semimartingalas. Este tipo de EDE ha tenido un desa-
rrollo teo´rico tratado en textos como los de, [Protter, 2004, p. 51].
Definicio´n 5 Se dice que un proceso St es una semimartingala si e´ste puede ser expresado
como la suma de dos procesos: una martingala Mt y un proceso de variacio´n finita At, con
M0 = A0 = 0, y
St = S0 +Mt + At (4-2)
Algunos ejemplos de semimartingalas son:
1. St = W
2
t dado que se puede expresar como At = t, proceso acotado y Mt = W
2
t − t
martingala.
2. St = Nt donde Nt es un proceso de Poisson compuesto con para´metro λ, el cual a su
vez es un proceso acotado.
3. Funciones de clase C1,2, con primeras y segundas derivadas continuas, creadas a partir
de semimartingalas pueden tener tambien esta propiedad. Un ejemplo cla´sico es cuando
se toma la semimartingala µt+ σWt y se define la funcio´n e
x, el proceso eµt+σWt , proceso
de Wiener geome´trico, es una semimartingala.
Si se considera un proceso Ht y una semimartingala St la cual se puede representar mediante
la descomposicio´n de Doob-Meyer, [Klebaner, 2005, p. 214] como:
St = S0 +Mt + At (4-3)
donde At es un proceso predecible con A0 = 0, y Mt es una martingala con M0 = 0, el intere´s
radica entonces en definir un proceso a partir de la siguiente integral:
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∫ t
0
HtdSt (4-4)
la cual se puede pensar resulta, teniendo ciertas restricciones en cuenta [Klebaner, 2005, p.
211], en la suma de dos integrales, la primera asociada al proceso At que se puede definir
como una integral de Riemann-Stieltjes, dado que el proceso es variacio´n finita, y la integral
con respecto a la martingala Mt, la cual es el punto central para definir algunas de las
propiedades de 4-4. Como ejemplos de estas propiedades se tienen:
1. Los saltos de la integral esta´n determinados por los saltos del proceso St.
2. Sea τ un tiempo de primer arribo, entonces la integral hasta dicho tiempo aleatorio
viene expresada como:
∫ mı´n(t,τ)
0
HtdSt =
∫ t
0
HtdSmı´n(t,τ) (4-5)
3. Si St es un proceso de variacio´n acotada entonces
∫ t
0
HtdSt se puede calcular como
una integral de Riemann-Stieltjes trayectoria por trayectoria.
En el presente cap´ıtulo se propone que dicho modelo se base en una EDE con respecto a
una semimartingala dada por la integral de una cadena de Markov en tiempo continuo, ho-
moge´nea y con matriz de intensidades Λ. Este modelo sera´ una versio´n estoca´stica de una
EDO de primer orden empleada para la representacio´n de un flujo de caja. La justificacio´n
por la cual el ca´lculo en semimartingalas es adecuado para este modelo esta´ amparada en la
representacio´n que [Andersen et al., 1993][p. 100] o [Norberg, 2003] citan de una cadena de
Markov. Una cadena de Markov puede representarse como la suma de una martingala ma´s
un proceso de variacio´n acotada definido por la matriz de intensidades Λ. Una cadena de
Markov es entonces una semimartingala.
El modelo para la representacio´n del saldo considerando una semimartingala es definido,
inicialmente, considerando una versio´n estoca´stica de la funcio´n exponencial. Dicha funcio´n
a su vez se puede entender como la solucio´n de una EDO de la forma1:
dZt = ZtdVt (4-6)
Z0 = 1 (4-7)
1Esta expresio´n que se describe es claro que carece la tasa a la cual el saldo decrece, la tasa de consumo.
Para el caso del retiro programado se presentara´ ma´s adelante co´mo es la forma de e´sta.
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si la funcio´n Vt es diferenciable entonces la solucio´n de 4-6 con condicio´n inicial 4-7 es:
Zt = e
Vt−V0 (4-8)
es decir, Zt es la exponencial de Vt. El saldo de la cuenta de ahorro individual sera´ entonces
es similar a la expresio´n en 4-8, solo que en vez de considerar una funcio´n determin´ıstica Vt,
se considera la integral de una cadena de Markov δt, ∆t =
∫ t
0
δsds. La solucio´n de la EDE
es entonces una generalizacio´n de la funcio´n exponencial, la exponencial estoca´stica.
4.2. Modelo para las tasas con Cadena de Markov en
tiempo continuo
En esta seccio´n se presentan resultados asociados a la estimacio´n del tiempo de primer arri-
bo T0 considerando en esta oportunidad que el comportamiento estoca´stico de las tasas de
retorno del fondo que administracio´n el saldo del esquema de pensio´n en modalidad de retiro
programado esta´ dada por un proceso estoca´stico en tiempo continuo, δt, una cadena de
Markov finita en tiempo continuo, CMFC. El objetivo es desarrollar la una solucio´n para 2-5
en te´rminos del ca´lculo de semimartingalas. Ver [Cox & Miller, 1965] para la teor´ıa sobre
cadenas de Markov finitas en tiempo continuo.
Una cadena finita de Markov en tiempo continuo es un proceso estoca´stico markoviano,
Z = (Zt, t ≥ 0), con espacio de estados S = {1, . . . , d}, para d > 0 entero. Asociada a Z
se da´ una cadena finita de Markov en tiempo discreto que describe las probabilidades de
transicio´n entre los estados en S, definida mediante una matriz de Markov Q = [Qi,j] ∈ <d×d,
en la cual los elementos de la diagonal son ceros, Qi,i = 0. Y se definen tiempos aleatorios
τi > 0 independientes, distribu´ıdos exponencialmente, τi ∼ Exp(qi) tales que E(τi) = 1/qi, los
cuales definen el tiempo de permanencia de Zt en cada estado i ∈ S. La cadena Z se asume
homoge´nea, es decir, que sus probabilidades de transicio´n son independientes del tiempo, y
esta´n dadas por la matriz Pt ∈ <d×d, con
Pi,j(t) = P (X(t+ h) = j|X(h) = i). (4-9)
La matriz Pt se asume que satisface una condicio´n de continuidad en t = 0 con Pt → Id
cuando t→ 0+, donde Id ∈ <d×d es la matriz identidad. Adema´s, Pt satisface la ecuacio´n
de Chapman-Kolmogorov,
P (t+ s) = P (t)P (s), t, s ≥ 0. (4-10)
4.2 Modelo para las tasas con Cadena de Markov en tiempo continuo 33
La solucio´n u´nica de la ecuacio´n funcional (4-10) es Pt = exp(tq), t ≥ 0, donde q = [qi,j] es
una matriz constante, denominada matriz generadora o´ matriz de intensidades. Se puede
demostrar que en este caso se cumplen las identidades siguientes.
qi,j =
{
−qi, si i = j,
qiQi,j, si i 6= j.
(4-11)
Y por tanto se cumple
d∑
j=1
qi,j = qi − qi = 0 y qi,j ≥ 0, i 6= j. La matriz q representa la cadena
Z al contener sus para´metros ba´sicos. El proceso δt se define mediante una transformacio´n
l : S → {δ1, . . . , δd}, tal que i→ li = δi, y las tasas δi ∈ (−1, 1) se asume que corresponden a
rendimientos observados de un fondo, de manera que eδi − 1 son tasas efectivas anuales, con
valores posiblemente negativos (en cuyo caso se tiene una afectacio´n del capital invertido).
Dado que el proceso de la cadena de Markov en tiempo continuo es una semi-martingala se
procede entonces a desarrollar la solucio´n de la misma mediante las herramientas de ca´lculo
en semimartingalas. En esta parte se utiliza [Klebaner, 2005, cap. 8]. La ecuacio´n diferencial
del saldo del esquema de pensio´n se escribe como:
dVt = VtdXt− (4-12)
con dXt− = δt− − dt/a¯x+t. La CMFC δt es continua a derecha con l´ımite finito a izquierda, y
δt− = l´ım
s↑t
δs. Si Xt es una semi-martingala la solucio´n u´nica Vt de ecuacio´n (4-12) con V0 = 1
se denomina la exponencial estoca´stica o´ exponencial de Dole´ans-Dade. Asumiendo que Xt
es semimartingala continua la solucio´n de (4-12) esta´ dada por (ver [Klebaner, 2005, Th.
8.12])
Vt = e
Xt−X0− 12 [X,X]t , (4-13)
donde [X,X]t es el proceso de variacio´n cuadra´tica de Xt. De las propiedades del proceso
[X,X]t (ver [Klebaner, 2005, pag. 218]) se tiene que [X,X]t existe y es un proceso adapta-
do si Xt es una semi-martingala. Adema´s, la covarianza cuadra´tica entre semi-martingalas
Xt y Yt, definida en [Klebaner, 2005, pag. 218], [X, Y ]t es una aplicacio´n bi lineal y sime´trica.
De la definicio´n [Klebaner, 2005, pag. 211] , Xt es semi-martingala si cumple que es un
proceso regular, con trayectorias continuas a derecha con l´ımite finito a izquierda, que adema´s
satisface que puede ser representada como la suma de dos procesos Xt = X0 +Mt + At,
donde Mt es una martingala local y At es un proceso de variacio´n finita, con M0 = A0 = 0.
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Si se define Ht =
∫ t
0
1
12a¯x+s
ds, Λt =
∫ t
0
δsds, y Xt = Λt −Ht, entonces Xt es continuo en
[0, ω − x]. Es inmediato que Ht al ser continuo en [0, ω − x] es de variacio´n finita. La cadena
de Markov finita en tiempo continuo introducida en esta Seccio´n, Z = (Zt, t ≥ 0) con matriz
de intensidad q tiene espacio de estados S y es tal que se definio´ una transformacio´n l(Zt) = δt
. Definiendo una cadena Zt con espacio de estados {e1, . . . , ed} donde cada ej es el vector
j-e´simo de la base cano´nica de <d, tal que tiene la misma matriz de intensidad q que la
cadena Z, entonces Zt es una semi-martingala (ver [Elliot & Koop, 1999, Lemma 9.8.1])
con:
M t = Zt − Z0 +
∫ t
0
qZsds, (4-14)
y M t es una martingala en <d. Definiendo el vector l = (δ1, . . . , δd)′, entonces
l(Zt) = 〈Zt, l〉 = δt.
Por tanto δt es semi-martingala con una descomposicio´n dada por δt = Mt + At, donde
Mt = 〈M t, l〉 y At =
∫ t
0
〈qZs, l〉ds.
Proposicio´n 1 Λt =
∫ t
0
δsds es semi-martingala
Idea de la prueba 1 La integral en L2, Λt =
∫ t
0
δsds cumple
Λt =
∫ t
0
Msds+
∫ t
0
Asds.
Llamando Ut =
∫ t
0
Msds, si T > t
E (UT |Us, s ≤ t) = Ut + E
(∫ T
t
Ms|Us, s ≤ t
)
ds
= U(t) +
∫ T
t
E(Ms|Us, s ≤ t)ds.
El te´rmino
∫ T
t
E(Ms|Us, s ≤ t)ds tiene esperanza
E(
∫ T
t
E(Ms|Us, s ≤ t)ds) =
∫ T
t
E(Ms)ds = C(T − t),
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para cierta constante C ya que Mt es una martingala. Si C 6= 0 entonces Ut es una sub
o´ super martingala, dependiendo de C < 0 o´ C > 0, respectivamente, y en cualquier caso
es una semi-martingala. Y en el caso C = 0, Ut es una martingala. Como
∫ t
0
Asds es de
variacio´n finita se concluye que Λt es semi-martingala.
Ahora, retomando [X,X]t observamos que, por ser bilineal
[X,X]t = [Λ−H,Λ−H]t
= [Λ,Λ]t + [H,H]t − 2[Λ, H]t.
Aplicando [Klebaner, 2005, Th. 8.6, pag. 215] se tiene que
[Λ,Λ]t = Λ
2
t − 2
∫ t
0
Λs−dΛs.
Pero
∫ t
0
Λs−dΛs =
∫ t
0
δsΛs−ds
=
∫ t
0
δs
∫ s−
0
δududs =
(∫ s
0
δudu
)2
|t0 −
∫ t
0
δs
∫ s−
0
δududs,
de donde
∫ t
0
Λs−dΛs =
1
2
(∫ s
0
δudu
)2
=
1
2
Λ2t . Por tanto, [Λ,Λ](t) = 0. De manera similar
[H,H]t =
∑
s≤t
(∆Hs)
2 = 0,
[Λ, H]t =
∑
s≤t
∆Λs∆Hs = 0.
Finalmente, reemplazando en (4-13) se obtiene el resultado, con X0 = 0 y colocando V0 no
necesariamente uno. Los razonamientos anteriores permiten conclu´ır la Proposicio´n siguiente.
Proposicio´n 2 Si (δt, t ≥ 0) es una cadena de Markov en tiempo continuo, con espacio de
estados finito. Defina Ht =
∫ t
0
1
12a¯x+s
ds, Λt =
∫ t
0
δsds, y Xt = Λt −Ht. Entonces la solu-
cio´n de la ecuacio´n dVt = VtdXt− con V0 fija, esta´ dada por Vt = V0eX(t).
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4.2.1. Una propiedad adicional del modelo aplicada al Retiro
Programado
Otras propiedades del sistema de retiro programado obtienen a continuacio´n. El total acu-
mulado de pagos en un intervalo [0, t] de un sistema de anualidades con tasa de pago B(t) se
definio´ como Ct =
∫ t
0
Bsds. En el caso del retiro programado se tiene el siguiente resultado.
Proposicio´n 3 Dada la siguiente expresio´n para la reserva en retiro programado:
Vt = V0e
Xt (4-15)
el pago acumulado hasta el tiempo t es un proceso estoca´stico dado por:
Ct = V0 − Vt +
∫ t
0
δsVsds. (4-16)
Idea de la prueba 2 De la definicio´n de la tasa de pago Bt en 2-4 se tiene que por defini-
cio´n
Ct =
∫ t
0
Vs
a¯x+s
ds
= V0
∫ t
0
eΛs−HsH ′sds
= −V0
∫ t
0
eΛsd e−Hs
= −V0
(
eΛt−Ht − 1−
∫ t
0
δsVs
V0
ds
)
= V0
(
1− Vt
V0
)
+
∫ t
0
δ(s)Vsds
Ct = V0 − Vt +
∫ t
0
δsVsds.
Este resultado indica que el pago acumulado hasta el tiempo t es igual al capital inicial
menos una cantidad que resulta de restar a la reserva hasta t los intereses causados hasta t.
Una consecuencia de la propiedad l´ım
t↑ω−x
a¯x+t = 0 enunciada en el cap´ıtulo tres, es que se
cumple que l´ım
t↑ω−x
Ht = +∞. Entonces, como δt se asume tambie´n estacionario en covarianza,
l´ım
t↑ω−x
Λt = M <∞, con probabilidad uno. Por tanto l´ım
t↑ω−x
Vt = 0, con probabilidad uno, que
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es la condicio´n de cierre que debe cumplirse en el modelo de anualidad 2-5.
Con el hecho entonces que l´ım
t↑ω−x
Vt = 0 se tiene l´ım
t↑ω−x
Ct = V0 +
∫ ω−x
0
δtVtdt. Una conclusio´n
que indica que en este sistema se entrega por concepto de pagos el capital inicial ma´s los
intereses devengados.
Del hecho que l´ım
t↑ω−x
Vt = 0, se desprende otra de las caracter´ısticas del sistema pensional de
retiro programado. Si el saldo se agota hasta llegar a cero en la edad l´ımite ω entonces el
evento de que primero cruce una barrera St debe tener una probabilidad positiva. Definiendo
la barrera
St = Pmine
δ∆ta¯x+t, (4-17)
donde δ∆ es una tasa continua que representa una tasa promedio de inflacio´n, como el capital
necesario para financiar una anualidad de vida por valor de un salario mı´nimo anual.
Es conveniente anotar que si ocurre τ < ω − x entonces por Ley la administradora del fondo
en el cual esta´n invertidos los recursos para el pago de la pensio´n por retiro programado
debe transferir el saldo que exista en este momento, Vτ a una aseguradora para comprar a
nombre del pensionado una renta vitalicia por un salario mı´nimo. Se tiene en efecto que,
por ser funciones continuas, se puede plantear la igualdad Vτ = Sτ = Pmine
δ∆τ a¯x+τ . Lo cual
equivale a asegurar para el pensionado una pensio´n anual por un salario mı´nimo, con ajuste
por costo de vida. La tasa de la anualidad debe ser la tasa te´cnica, que para el caso del pa´ıs
es 4,0 %.
4.3. Estimacio´n del modelo con la Cadena de Markov en
tiempo continuo
El procedimiento de estimacio´n de la CMFC (Zt, t ≥ 0) se basa en la estimacio´n por ma´xima
verosimilitud de la matriz q definida en (4-11). La estimacio´n se basa en la observacio´n de
los estados en S en tiempos tk, k = 1, 2, . . . , n. Estos tiempos pueden o´ no coincidir con los
tiempos de arribo Tj a cada estado j, definidos como la suma de los correspondientes tiempos
de permanencia τk anteriores a Tj. Cuando no coinciden se trata de una cadena observada en
tiempos particulares tk. Los valores observados conforman una muestra Xtk , k = 1, 2, . . . , n.
La funcio´n de verosimilitud se plantea aqu´ı de acuerdo a lo desarrollado en [Bladt & Sorensen,
2005, sec. 2]. Asumimos que los tiempos tk esta´n igualmente espaciados con tk+1 − tk = h.
Se define Q el conjunto de matrices q ∈ <d×d de intensidad, que cumplen ∑dj=1 qi,j = 0 y
qi,j ≥ 0, i 6= j. Se define Ki,j ≥ 0 el nu´mero de transiciones i → j de la cadena X(t) en el
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intervalo [t1, tn]. Se denota la entrada (i, j) de la matriz e
hq por ehqi,j. Entonces la verosimilitud
de la muestra X(tk), k = 1, . . . , n, dada q ∈ Q, se define como
Ln(q) =
d∏
i=1
d∏
j=1
(ehqi,j)
Ki,j . (4-18)
Se define adicionalmente la matriz de Markov con base en las transiciones observadas, P̂
definida como
P̂i,j = Ki,j/
d∑
j=1
Ki,j. (4-19)
De acuerdo con [Bladt & Sorensen, 2005, pag. 4] si se define el conjunto P0 = {eq : q ∈ Q} se
cumple que si P̂ ∈ P0 entonces existe q̂ tal que P̂ = ehq̂ y la verosimilitud (4-18) se maximiza
en q̂.
Como sen˜ala [Bladt & Sorensen, 2005, pag. 4], si se definen P = {P ∈ <d×d : P es matriz Markov},
y P+ = {P ∈ P : det(P ) > 0} entonces P0 ⊆ P+, y adema´s P0 es cerrado y no convexo
en la topolog´ıa del espacio (P+, ||.||) con norma euclidiana. El conjunto P0 no es fa´cil de
caracterizar y, por tanto, no es posible dar una condicio´n suficiente para P̂ ∈ P0. Y au´n en el
caso de cumplirse P̂ ∈ P0 se tiene un problema de identificabilidad ya que la funcio´n expo-
nencial matricial q 7→ ehq no es inyectiva en Q. Por tanto, se requieren condiciones suficientes
que garanticen la unicidad de la solucio´n q̂ en P̂ = ehq̂. Se conoces condiciones necesarias.
En teor´ıa de matrices son las condiciones necesarias para la existencia del logaritmo de una
matriz. La posibilidad de calcular hq̂ = log(P̂ ) depende de condiciones que posiblemente no
cumpla P̂ .
Sin embargo la estimacio´n por ma´xima verosimilitud es diferente a estimar la matriz de
intensidad resolviendo P̂ = ehq̂. Una implementacio´n del me´todo de ma´xima verosimilitud
se encuentra en [Kalbfleisch & Lawless, 2005] y consiste en hacer depender funcionalmente
q de un vector θ = (θ1, . . . , θk)
′, colocando θ 7→ q(θ). Entonces la verosimilitud queda ahora
como
Ln(θ) =
d∏
i=1
d∏
j=1
(e
hq(θ)
i,j )
Ki,j . (4-20)
Esta estrategia se implementa en la librer´ıa msm de R, descrita en [Jackson, 2011]. La funcio´n
θ 7→ q(θ) define cero ciertas celdas qi,j de la matriz q, lo que equivale a que no existen las
transiciones a un paso i → j. De manera que θ es igual al vector de celdas qi,j 6= 0. De
esta manera se pueden calcular desviaciones esta´ndar asinto´ticas para q̂i,j, e intervalos de
confianza asinto´ticos para los tiempos medios de permanencia E(τi) (soujourn times). La
optimizacio´n de (4-20) requiere calcular la exponencial de la matriz ehq(θ).
Al ser el proceso de optimizacio´n de (4-20) un procedimiento iterativo requiere de un valor
inicial para θ, por lo menos en la librer´ıa msm. Este valor inicial se define en este estudio con
base en P̂ y en unos valores arbitrarios para 1/qi = E(τi), colocando qi,i = qiP̂i,j para i 6= j.
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Si se asume una serie de tiempo (y(k), k = 1, 2, . . . , n), con y(k) ∈ (−1, 1), ∀k, el procedi-
miento para definir una CCMF X(t) para aproximar y(k) consiste en dos pasos. El primero
es discretizar y(k). Es un procedimiento simple que consiste en dividir el rango observado de
la serie y(k), por ejemplo, [m,M ] = [min(y(k)),max(y(k))] en d intervalos de igual longitud
y definir X(tk) como el nu´mero en S = {1, 2, . . . , d} del intervalo que contiene a y(k). De esta
manera, definiendo tk = k/360, se genera una muestra de una posible CCMF (X(t), t ≥ 0),
con valores en S = {1, 2, . . . , d}. El segundo paso consiste en estimar la matriz q a partir de
esta muestra X(tk), k = 1, 2, . . . , n.
Co´digo R 1 Programa para estimacion de la matriz de intensidades
#--------discretizar en 11 clases la serie observada
l=seq(min(y),max(y),length.out=12)
ny=cut(y,l)
f=na.omit(as.integer(factor(ny)))
fn = as.integer(f)
#--------definir los tiempos de transiciones
tiempos = seq(1,length(y)-1)/360
#--------estimar la matriz de transiciones observadas Q
f.g = markovchainFit(data = fn,
method = "laplace", laplacian = 0.00001)
Q=f.g$estimate@transitionMatrix
#--------especificar los parametros q_i = 1/E(tau_i)
qx = c(1/2,1/2,1/4,1/5,1/6,1/7,1/4,1/3, 1/2, 1/2, 1/2)
#--------estimacion inicial de la matriz q
d = nrow(Q); q = mat.or.vec(d,d);
for(i in 1:d){for(j in 1:d){
q[i,j] = ifelse(i==j,-qx[i],qx[i]*Q[i,j])}}
#--------estimacion con funcion msm
D = data.frame(years = tiempos, state = fn)
cav.msm <- msm( state ~ years, data = D,
qmatrix = q, exacttimes = TRUE,
control = list ( trace = 2, REPORT = 1 ) )
En [Giraldo, 2010] se estudiaron los rendimientos de un portafolio conformado por inversiones
en 15 fondos de fiducia del mercado colombiano, para el per´ıodo 2000-2009 y se calcularon
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los rendimientos de un portafolio eficiente, rebalanceado cada seis meses. Estos rendimientos
se tomaron como la serie para la estimacio´n.
El resultado se muestra a continuacio´n. La matriz q̂ estimada es
q̂ = (4-21)
−0,1667 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1667 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0000 −0,5000 0,0000 0,0000 0,2500 0,0000 0,2500 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0000 0,0000 −0,2500 0,0417 0,0833 0,0833 0,0417 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0000 0,0083 0,0083 −0,1917 0,0667 0,0750 0,0167 0,0083 0,0083 0,0000 0,0000
0,0000 0,0000 0,0008 0,0025 −0,0548 0,0472 0,0034 0,0003 0,0003 0,0003 0,0000
0,0001 0,0000 0,0001 0,0008 0,1093 −0,1204 0,0095 0,0006 0,0000 0,0000 0,0000
0,0000 0,0000 0,0000 0,0006 0,0022 0,0411 −0,0466 0,0022 0,0000 0,0000 0,0003
0,0000 0,0000 0,0185 0,0185 0,0000 0,1296 0,1296 −0,3148 0,0185 0,0000 0,0000
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,3333 0,1667 0,0000 0,0000 −0,5000 0,0000 0,0000
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,5000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 −0,5000 0,0000
0,0000 0,5000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 −0,5000

Los elementos de la diagonal principal en q̂ son q̂i,i = −1/Ê(τi).
4.4. Simulacio´n del modelo con la Cadena de Markov en
tiempo continuo
El algoritmo de simulacio´n de la CFMC Z = (Zt, t ≥ 0) consiste en transcribir la forma
como e´sta evoluciona. En t = 0 se asume en un estado i ∈ S, y permanece un tiempo τi con
densidad fτi(t) = qie
qit. Al final de este tiempo pasa a otro estado j 6= i con probabilidad
qi,j/qi, y permanece es este estado durante un tiempo τj con densidad fτj(t) = qje
qjt; al final
de este tiempo pasa a otro estado k 6= j, y as´ı sucesivamente, hasta que la suma de los
tiempos de entre-arribos τ1 + τ2 + . . . + τn sea mayor que un tiempo ma´ximo T fijado con
anterioridad.
En el Algoritmo que se presenta en la siguiente tabla la instruccio´n sim ∼ Exp(qi) signifi-
ca que se simula un valor de una variable aleatoria distribu´ıda Exponencial con para´me-
tro qi. Y sim ∼ QX,. significa que se simula un nu´mero aleatorio en {1, 2, . . . , d} con
una distribucio´n de probabilidades dada por la fila de la matriz Q que corresponde al va-
lor de la u´ltima variable X generada. En la sintaxis de R esta instruccio´n se programa
X[j]=rando(Q.est[X[j-1],]), donde rando() es un algoritmo para simulacio´n de varia-
bles discretas, ver por ejemplo, [Rubinstein, R. 1981, sec. 3.7].
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Algoritmo 1: simulacio´n de una cadena de Markov finita en tiempo continuo
Entrada: qi, Qi,j, Tmax
Requiere:
d∑
j=1
Qi,j, ∀i = 1, 2, . . . , d
X ←− i
j ←− 1
τ ←− sim ∼ Exp (qi)
mientras sum (τ) < Tmax hacer
j ←− 1
X ←− C (X, sim ∼ QX)
τ ←− C (τ, sim ∼ Exp (qi))
fin mientras
Salida: τ,X
Tabla 4-1.: Algoritmo 1.
Una vez generados los vectores X (con valores en {1, 2, . . . , d}) y τ se calcula el vector de
los tiempos de arribo, Tn, que es la suma acumulada de los τ : Tn = cumsum(tau).
4.4.1. Simulacio´n de las tasas
En las figuras a continuacio´n se muestra la implementacio´n del modelo de simulacio´n para
las tasas del fondo de retiro programado considerando a δt como una cadena de Markov
finita en tiempo continuo. La l´ınea gris coincide con los rendimientos de fondos de fiducia
obtenidos de [Giraldo, 2010], y la l´ınea roja coincide con una trayectoria de la cadena simu-
lada. El proceso δt se define mediante una transformacio´n l : {1, 2, . . . , d} → {δ1, . . . , δd}, tal
que Xi → l(Xi) = δi. Esta transformacio´n no es u´nica porque a cada Xi puede corresponder
cualquier valor en el intervalo que se utilizo´ para discretizar la serie original. Se escogen
los valores δi de tal manera que las medias del vector de tasas observadas: y, y el vector
transformado l[X] coincidan en el valor 8,47 %, correspondiente este u´ltimo con la media
muestral del proceso de rendimientosdiarios de los fondos de fiducia. Las tasas simuladas
l[X] se transforman a tasas continuas colocando ys = log(1+l[X]/100). Estas tasas se
utilizan para simular el modelo de retiro programado. En la siguiente seccio´n se incluye la
estimacio´n del tiempo de primer arribo a la barrera inferior, el ca´lculo de los pagos y del
valor de la anualidad una vez que el saldo toca esta barrera.
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Figura 4-1.: Simulacio´n de las tasas δt del con el modelo de cadena de Markov.
media desviacio´n esta´ndar mı´nimo mediana ma´ximo c. variacio´n
Serie simulada 8.47 3.99 -11.96 9.84 27.28 0.47
Serie observada 8.47 2.91 -15.42 7.84 32.54 0.34
Tabla 4-2.: Estad´ısticas descriptivas de la serie simulada y la serie observada.
Se puede observar entonces que el modelo estimado de cadena de Markov para las tasas del
fondo de retiro programado presenta en general un buen ajuste a lo que es el comportamiento
real de dichas tasas. Es capaz de reproducir, considerando una transformacio´n l particular,
los saltos que se presentan en la serie histo´rica.
La transformacio´n que se considero´ para los ejemplos de simulacio´n anteriores fue2:
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
l -11.42 -7.06 -2.70 1.66 6.02 10.38 14.74 19.10 23.46 27.83 32.18
Tabla 4-3.: Transformacio´n l sobre X que genera las tasas simuladas δ
2Aproximaciones hechas con dos cifras decimales.
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4.5. Estimacio´n de la densidad del tiempo de primer
arribo
La simulacio´n del modelo para el retiro programado se realiza resolviendo aproximadamente
la ecuacio´n 2-5, mediante el me´todo de aproximacio´n de Euler, utilizando la funcio´n ode()
de la librer´ıa deSolve, (ver [Soetaert et al., 2010]), utilizando las tasas simuladas mediante
el Algoritmo 1. Para poder ingresar a ode() las tasas simuladas en el vector ys, se utiliza la
funcio´n stepfun(). Esta funcio´n produce una funcio´n de t, escalonada y continua a derecha,
ft = stepfun(Tn,ys,right=TRUE), de tal forma que una llamada ft(t) para t en an˜o
o´ fraccio´n de an˜o, produce un valor δi si Tn(i − 1) ≤ t < Tn(i). Esta funcio´n transfiere
los valores simulados de la tasa a la funcio´n ode() como si se tratara de un coeficiente
que depende del tiempo. El co´digo siguiente muestra la sintaxis de la librer´ıa deSolve para
resolver la ecuacio´n diferencial aleatoria 2-5 a partir de los resultados producidos en el
Algoritmo 1.
Co´digo R 2 Simulacio´n de la ecuacio´n diferencial aleatoria
#-------- Calcula vectores de tiempos de arribo y tasas
Tn = cumsum(tau)
ys = log(1+l[X]/100)
#-------- Funcio´n auxiliar para calcular tasas dado t
ft = stepfun(Tn/360,c(log(1+l[2]/100),ys),right=TRUE)
#-------- libreria deSolve: especifica el modelo
modelo = function(t, y, pars) {
with(as.list(c(t, y, pars)),
{dy <- (y.d(t) - 1/acx(x+t,w,s,g,C,d2))* y[1]
list(c(dy))})}
#-------- libreria deSolve: especifica para´metros
pars <- c(s=s4,g=g4,C=c4,d2=delta.a)
y0 <- c(y = 2*12*acx(x,w,s4,g4,c4,delta.a))
t <- seq(0, tail(Tn/360)[6], by = 0.1)
#-------- libreria deSolve: calcula la solucio´n
out <- ode(y0, t, modelo, pars,method = "euler")
B = as.matrix(out)
Los para´metros utilizados corresponden al caso de una vida de x = 62 an˜os, hombre, y los
para´metros utilizados para evaluar a¯x+t en la fo´rmula 3-22 corresponden a una distribucio´n
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Gompertz-Makeham ajustada a la Tabla de Vida segu´n experiencia de las Aseguradoras pa-
ra el per´ıodo 2000 - 2008, actualmente vigente en Colombia para ca´lculos de Compan˜´ıas de
Vida. Estos para´metros son s = 0,9953583, g = 0,9999905, c = 1,1395016. La tasa escogida
para la anualidad es 4,00 % efectiva anual, y la tasa de incremento por costo de vida del
salario mı´nimo anual es 2,00 % efectiva anual.
Es importante visualizar el comportamiento del saldo de la cuenta de ahorra individual te-
niendo en cuenta que el comportamiento de las tasas esta´ dado en esta ocasio´n por un proceso
estacionario en covarianza. Y con el fin de hacer el modelo un poco ma´s real y mostrar la
versatilidad del mismo para la estimacio´n de la densidad de T0 se considera el escenario
en que las tasas no tengan un promedio constante durante los 48 an˜os considerados como
horizonte hasta la edad ma´xima de 110 an˜os, sino que por el contrario se consideran bajas
en la media del proceso de 3, 4, 3, y 3 puntos porcentuales ourridos en los an˜os 0, 11, 23 y 35
respectivamente. Con esto se debe entender entonces que para los escenarios de simulacio´n
desarrollados se consideraron 4 funciones l[X], las se presentan a continuacio´n3
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
l1 -14.67 -10.30 -5.95 -1.58 2.78 7.14 11.50 15.86 20.22 24.58 28.94
l2 -15.66 -11.30 -6.94 -2.58 1.78 6.13 10.50 14.86 19.22 23.58 27.94
l3 -14.67 -10.30 -5.95 -1.58 2.78 7.13 11.50 15.86 20.22 24.58 28.94
l4 -14.67 -10.30 -5.95 -1.58 2.78 7.14 11.50 15.86 20.22 24.58 28.94
Tabla 4-4.: Transformaciones li sobre X que genera las tasas simuladas δ
3Aproximaciones hechas con dos cifras decimales.
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Se presentan ahora varias trayectorias de la solucio´n para Vt con las caracter´ısticas mencio-
nadas sobre el proceso de la tasa de rendimiento.
Figura 4-2.: Trayectorias del saldo Vt para el modelo con cadena de Markov.
Se puede apreciar entonces que a diferencia del comportamiento presentado en la figura 3-3
para el caso en que δt era un proceso Wiener, el modelo de cadena de Markov presenta
trayectorias ma´s suaves en comparacio´n de las primeras, es decir, se observa que en el pro-
ceso del saldo no hay saltos tan pronunciados. Esta u´ltima condicio´n har´ıa pensar entonces
que este tipo de modelos, recordando la estructura conservadora de los portafolios de las
Administradoras de Fondos de Pensiones, ser´ıa ma´s adecuado para el ana´lisis te´cnico de las
ventajas que este tipo de esquemas de retiro tiene. Adema´s de los anterior en la totalidad
de los casos se ve que la edad de anualizacio´n es inferior a los 90 an˜os, es decir, que segu´n
este modelo antes de los 90 an˜os el saldo remanente de la cuenta tendr´ıa queser transferido
a una Compan˜´ıa Aseguradora con el fin de adquirir una renta vitalica por un salario mı´nimo
legal vigente.
En la siguiente figuras se puede ver la aproximacio´n hecha de la distribucio´n del tiempo de
primer arribo del saldo a la barrera mo´vil dada en la ecuacio´n 4-17:
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Figura 4-3.: Distribucio´n simulada de T0
media desviacio´n esta´ndar mı´nimo ma´ximo mediana c. variacio´n
88.06 an˜os 0.42 an˜os 86.20 an˜os 89.30 an˜os 88.10 an˜os 0.48
Tabla 4-5.: Resumen descriptivo de T0
para el modelo de las tasas en cuestio´n se aprecia entonces que el tiempo de primer arribo a
la barrera mo´vil que en esta oportunidad considera un factor de inflacio´n por costo de vida,
esta´ ma´s concentrado en las edades en el rango de los (86.20, 89.30). A diferencia entonces
del resultado para el caso de tasa de retorno del fondo modelada a trave´s de un proceso
Wiener, el modelo de cadena de Markov permite hacer la afirmacio´n preliminar que, dado
un comportamiento de las tasas de acuerdo a este tipo de proceso, el esquema de pensio´n en
modalidad de retiro programado puede proveer a una persona, hombre con edad de retiro
a los 62 an˜os, una mesada pensional por encima de la mı´nima legalmente establecida en un
salario mı´nimo legal vigente, hasta un tiempo alrededor de los 26 an˜os luego de su retiro.
Otro de los hechos que se pueden observar es que a diferencia del modelo Wiener, para
el cual las trayectorias del saldo pose´ıan saltos pronunciados con respecto al de cadena de
Markov, es que el rango del tiempo de primer arribo se reduce considerablemente, en esta
oportunidad el rango observado fue de 3.1 an˜os, es decir, con este modelo no se observan
edades muy tempranas en las cuales para la persona jubilada ocurrir´ıa el evento de ruina, y
es que la mesada de su pensio´n caiga al nivel mı´nimo establecido por la Ley Colombiana.
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4.6. Estimacio´n de los pagos anuales del retiro
programado
Es importante estimar otra caracter´ıstica del retiro programado: la trayectoria de los pagos.
De acuerdo con el resultado consigando en la ecuacio´n 4-16 en las figuras 5-2 y 5-3 se
representan dos trayectorias del esquema de pagos de la mesada de pensio´n en el esquema
de retiro programado
Figura 4-4.: Esquema de pagos del retiro programado.
En la figura 4-4 se muestra en una l´ınea vertical el promedio del tiempo de primer arribo, 88
an˜os, para dicho caso de simulacio´n la edad promedio en la cual se debe transferir el saldo
de la cuenta de ahorro individual para la adquisicio´n de una renta vitalicia son los 88 an˜os.
Antes de los 80 an˜os se ve que el comportamiento de los pagos es fluctuante. En particular
se tiene que el primer an˜o se reconoce una mesada total para dicho an˜o de 23.74 millones,
el segundo an˜o aumenta a 23.82 millones, el tercero crece de nuevo para un total anual de
25.42 millones.
Luego de los 80 an˜os las mesadas comienzan a decrecer de manera progresiva hasta que llegan
a un punto en el que se debe adquirir la renta vitalicia. Cuando la edad del pensionado era
de 88 an˜os el saldo de la cuenta ten´ıa un valor de 45.19 millones y el valor de la renta,
incrementada por el costo de vida, es de 48.99 millones. Una aclaracio´n adicional que se
debe hacer con la gra´fica analizada es que, en promedio, luego de los 88 an˜os en cada caso
las mesadas del retiro programado desaparecen debido a que el mismo ya no existe para
el pensionado, sn embargo el motivo de dejar la trayectoria completa de los pagos es la
verificacio´n de la condicio´n teo´rica de que el saldo se anual al final del intervalo [0, ω − x].
Parte II.
Determinacio´n de portafolios
balanceados a trave´s de control o´ptimo
estoca´stico: una aplicacio´n al retiro
programado
5. Una aplicacio´n del control o´ptimo
estoca´stico al retiro programado
El control o´ptimo estoca´stico es una te´cnica mediante la cual se puede definir una optimiza-
cio´n dina´mica en la cual la funcio´n objetivo y el proceso de estado del sistema esta´n definidos
en te´rminos de un proceso estoca´stico. En la teor´ıa ba´sica, el proceso que gobierna el estado
del sistema es una difusio´n de Itoˆ, es decir, la fuente de aleatoriedad esta´ definida mediante
un proceso Wiener esta´ndar, Wt. El objetivo con las siguientes secciones es introducir las
nociones preliminares del control o´ptimo estoca´stico para luego definir una propuesta rela-
cionada con un portafolio balanceado que haga las veces del portafolio de retiro programado,
es decir, se plantea un portafolio definido por una inversio´n en un instrumento de renta fija
(el cual reconoce una tasa de rentabilidad fija r anual) y otra en renta variable (una cuyo
valor de mercado esta sujeta a flucutaciones representadas por una EDE lineal de Itoˆ), con
este modelo se deduce entonces una expresion general para el vector de pesos ωt, median-
te el cual se puede construir la composicio´n del portafolio pensional. ωt recibe el nombre
de proceso de control. Algunas propuestas relacionadas al tema de aplicacio´n de control
o´ptimo estoca´stico en contextos financieros o actuariales pueden ser consultadas en: [Bjork,
2003, cap. 19], [Emms & Haberman, 2008,Milevsky & Young, 2002].
5.1. Preliminares
En diversos problemas de ingenier´ıa se tiene como objetivo maximizar una funcio´n de utili-
dad, o minimizar una funcio´n de pe´rdida, sujeto a algu´n tipo de restriccio´n. Dichos problemas
forma parte de la teor´ıa de optimizacio´n deterministica. Me´todos como el de programacio´n
lineal, o me´todo simplex, permiten encontrar la solucio´n expl´ıcita a estos problemas y rea-
lizar ana´lisis de sensibilidad de la funcio´n objetivo. Es posible tambie´n contar con versiones
dina´micas de estos problema donde se tiene que el sistema de estudio puede evolucionar a
medida que, por ejemplo, transcurre el tiempo o se cambia de posicio´n. Esta situacio´n brinda
la posibilidad entonces de estudiar modelos de optimizacio´n dina´micos.
Problemas como el de conformacio´n o´ptima de portafolios, [Markovitz, 1952], son ejemplos
conocidos de optimizacio´n deterministica. Dada una meta de rentabilidad del portafolio, se
busca minimizar la volatilidad del mismo calculada e´sta como una forma cuadra´tica asocia-
da a la matriz de varianzas-covarianzas del proceso de retornos el cual se asume sigue una
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distribucio´n normal multivariada.
Una extensio´n de este tipo de problemas de optimizacio´n es cuando la dina´mica del sistema,
conjunto de estados del mismo, se puede modelar con algu´n tipo de proceso estoca´stico. Bajo
el mismo escenario de querer maximizar una funcio´n de utilidad, minimizar una funcio´n de
pe´rdida, se puede definir entonces la idea de optimizacio´n estoca´stica.
Una de las aplicaciones reconocidas de la optimizacio´n estoca´stica en finanzas es la determi-
nacio´n de una estrategia de inversio´n (portafolio) o´ptima dina´mica. El problema radica en
que, teniendo un capital inicial v0, co´mo definir un portafolio y fijar una tasa de consumo
tal que se pueda maximizar el valor esperado de una funcio´n de utilidad.
Este concepto general se puede aplicar al caso de un sistema de pensio´n, [Emms & Haberman,
2008], si se imagina que el capital acumaldo tras un periodo de cotizacio´n es invertido en un
mercado de valores del cual se espera recibir una rentabilidad de acuerdo a la conformacio´n
de un portafolio y la tasa de consumo es la mesada pensional. El caso ba´sico considera que
las posibilidades de inversio´n son dos, un activo de renta fija (B) y un activo sujeto a riesgo
de mercado (V ), i.e.:
dBt = rBdt (5-1)
dVt = µVtdt+ σVtdWt (5-2)
Si ωt representa es el porcentaje de inversio´n del portafolio en Vt y la tasa de consumo del
pensionado se define como ct entonces el saldo de su cuenta puede expresarse como:
dΠt = Vt [(1− ωt) r + ωtµ] dt− ctdt+ VtωtσdWt (5-3)
El objetivo es entonces calcular ωt y ct de tal forma que se maximice la siguiente funcio´n:
E
[∫ T
0
F (t, ct) dt+ Γ (V (T ))
]
(5-4)
donde las funciones F (t, ct) y Γ (V (T )) representan respectivamente las funciones de utilidad
instanta´nea y la funcio´n de saldo remanente de capital luego que el periodo de definicio´n
del portafolio ha terminado. Con respecto a la funcio´n Γ (V (T )) se puede pensar en ella
como una estrategia eventual que se puede efectuar con el saldo del portafolio en t = T , por
ejemplo, en la adquisicio´n de acciones, unidades de fondos de inversio´n, inversiones en CDT,
entre otras.
Un problema del estilo:
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ma´x
ωt,ct
E
[∫ T
0
F (t, ct) dt+ Γ (V (T ))
]
(5-5)
sujeto a:
dΠt = Vt [(1− ωt) r + ωtµ] dt− ctdt+ VtωtσdWt (5-6)
V0 = v0 (5-7)
ωt ∈ [0, 1] (5-8)
ct ≥ 0 ∀t ∈ [0, T ] (5-9)
es conocido entonces como problema de control o´ptimo estoca´stico. El proceso Vt es el
proceso de estado del sistema, ωt es el proceso de control y de 5-6 a 5-9 son las restricciones
del modelo.
En la siguiente seccio´n se presentara´ una formulacio´n adecuada de un problema de control
o´ptimo y se encontrara´ su solucio´n a trave´s del me´todo de programacio´n dina´mica. Este tipo
de solucio´n se fundamenta en el planteamiento de una ecuacio´n diferencial parcial (EDP
de ahora en adelante) con cierta condicio´n de frontera, la EDP de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJB de ahora en adelante), de la cual con una condicio´n de primer orden se puede deducir, de
forma anal´ıtica, una expresio´n para ωt. Luego de esto se presentara´ un ejemplo de aplicacio´n
de fondos mutuos de inversio´n con miras a definir un esquema de pensio´n en modalidad de
retiro programado.
5.2. Introduccio´n al control o´ptimo estoca´stico
El propo´sito de un problema de control o´ptimo es definir, asumiendo inicialmente su exis-
tencia, el proceso de control ωt, [Bjork, 2003, cap. 19]. La construccio´n del modelo se define
bajo la filosof´ıa que el proceso de estado del sistema, Vt, esta´ definido en te´rminos de ωt y
que este a su vez es un proceso adaptado1. O en otras palabras, ωt es medible con respecto
a la σ-a´lgebra generada por Vt. Lo anterior se puede escribir como:
dVt = µ (t, Vt, ωt) dt+ σ (t, Vt, ωt) (5-10)
V0 = v (5-11)
con
µ : <+ ×<× < −→ <
σ : <+ ×<× < −→ <
1Cuando se dice que ωt es adaptado a Vt es porque dado el pasado del segundo se puede determinar el valor
del primero para un determinado tiempo t
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donde
ωt = g (t, Vt) (5-12)
De ahora en adelante cuando se hable de ωt, el cual por su definicio´n en 5-12 es un control
de Markov, su escritura sera´ ω (t, Vt) con el fin de hacer precisio´n de que es una funcio´n del
proceso de estado del sistema.
Dado adema´s que el problema de optimizacio´n contempla un grupo de restricciones sobre
ω (t, Vt) se define un conjunto de controles admisibles como Ω ⊆ <, de esta forma entonces
se puede definir formalmente a su vez el conjunto de controles (portafolios) admisibles como
aquellas que satisfagan:
1. ω (t, Vt) ∈ Ω∀, t ∈ <+ Vt ∈ <
2. Para cada punto inicial (t, v) la EDE
dVs = µ (s, Vs, ω (s, Vs)) + σ (s, Vs, ω (s, Vs)) , t ≤ s ≤ T
Vt = v
tiene u´nica solucio´n
Con estas definiciones y condiciones presentes la funcio´n objetivo en el control se define
entonces como2:
J0 (t, v, ω) = E
[∫ T
0
F (t, V ωt , ωt) dt+ Φ (V
ω
T )
]
(5-13)
y su o´ptimo con respecto a ω, ley de control o´ptima, viene dada por:
Φ (t, v) = sup
ω∈Ω
J0 (t, v, ω) (5-14)
Usualmente en un problema de optimizacio´n con funciones de variable determin´ıstica, fun-
ciones del ca´lculo, condiciones como las de primer y segundo orden pueden responder a las
dudas de existencia y determinacio´n del o´ptimo. Pero en el caso de optimizacio´n estoca´stica
surgen dos inquietudes:
1. ¿Existe el control o´ptimo ω (t, Vt)?
2. Dada la existencia de dicho control, ¿cua´l me´todo se puede emplear para encontrarlo?
2Para facilidad en la notacio´n V ωt representa la solucio´n de 5-10, con condicio´n inicial V
ω
0 = v
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Si se supone que la primera de las condiciones se satisface un me´todo de solucio´n es el de
programacio´n dina´mica3. Para ma´s detalles al respecto del procedimiento ver anexo A.
El nu´cleo en la determinacio´n del proceso de control en un problema de optimizacio´n me-
diante el enfoque de control o´ptimo estoca´stico es la EDP HJB. Con respecto a ella [Bjork,
2003, p. 287] menciona que bajo ciertos supuestos los siguientes resultados se cumplen:
Teorema 1 Bajo los siguientes supuestos:
1. La funcio´n de valor o´ptimo Φ es de clase C1,2
2. Una ley o´ptima u existe
La funcio´n de valor o´ptimo Φ y el control o´ptimo uˆ cumplen que:
1. Φ satisface la ecuacio´n Hamilton-Jacobi-Bellman:
∂Φ
∂t
(t, v) + sup
ω∈Ω
{F (t, v, ω) + AωΦ (t, v)} = 0, ∀ (t, v) ∈ [0, T ]×<n (5-15)
Φ (T, v) = Γ (v) , ∀v ∈ <n (5-16)
2. Para cada (t, x) ∈ [0, T ]×<n el supremo de la ecuacio´n HJB se alcanza en ω = ωˆ (t, x)
La lo´gica empleada en el ana´lisis previo partio´ entonces de considerar la existencia del control
o´ptimo y de acuerdo a sus propiedades mostrar que su existencia era cierta. Una demostra-
cio´n a trave´s de una construccio´n.
Los controles o´ptimos han sido empleados en diferentes contextos. Por ejemplo, cuando el
sistema dina´mico se describe mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales, la
funcio´n de costos (funcio´n objetivo) es descrita mediante un funcional cuadra´tico y problema
de optimizacio´n radica en minimizar dicha funcio´n, se tiene el modelo del regulador lineal-
cuadra´tico. Otra de las aplicaciones en las cuales esta metodolog´ıa ha tenido aceptacio´n
es en la de composicio´n o´ptima de portafolios. Este procedimiento es de importancia en el
desarrollo subsiguiente de este trabajo debido a que sobre e´l se planteara´ la propuesta de
retiro programado definida como en un portafolio o´ptimo basado inicialmente en el modelo
propuesto por [Emms & Haberman, 2008].
3El procedimiento que se presentara´ asume la existencia del control o´ptimo y con el se construira´ una
estrategia, valie´ndose de sus propiedades, para determinarlo. Es una manera de demostrar su existencia
a trave´s de una construccio´n.
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5.2.1. Algunos comentarios
Con respecto a las aplicaciones del control o´ptimo estoca´stico genera muchas dudas la forma
expl´ıcita que deben tener las funciones de utilidad (o funciones de pe´rdida) y la funcio´n de
utilidad esperada evaluada en el control o´ptimo ωˆ (t, Vt), F (t, Vt, ω (t, Vt)) y Φ (t, Vt) respec-
tivamente. En algunas fuentes como, [Bjork, 2003, cap. 19], [Flemming & Rishel, 1975, cap.
5], no se especifica, para un problema de control determinado, si estas funciones deben ser
de una u otra forma. Una definicio´n de e´stas se presenta en [Emms & Haberman, 2008].
En el periodo en el que una persona disfruta de su retiro se puede pensar en el interrogante de
cua´l es la forma o´ptima en la cual se debe construir una estrategia de inversio´n de tal forma
que un capital invertido en dicho portafolio pueda reconocer una mesada pensional y que a su
vez pueda recibir una tasa de rentabilidad. Mediante la aplicacio´n de un control de la forma 5-
5 a 5-9 los autores encuentran la expresio´n anal´ıtica del control ωt, el cual a la larga se obtiene
mediante el procedimiento que se expuso en la seccio´n anterior planteando la HJB de la forma
5-15. En su trabajo el principio que definen para la aplicacio´n del control radica en minimizar
una funcio´n de pe´rdida, la cual mediante un razonamiento matema´tico corresponde a tres
formas funcionales diferentes. Adema´s de esto logran definir una mesada pensional la cual se
desprende de una medida martingala del cociente entre el proceso asociado al portafolio de
inversio´n y una inversio´n en tasa fija. La definen como la tasa justa de consumo. Inicialmente
el problema se presenta en un contexto financiero, sin embargo la versatilidad del modelo
permite considerar una funcio´n de mortalidad, dada por la ley de Gompertz, para as´ı darle
un enfoque actuarial.
Uno de los objetivos de este trabajo es aproximarse a la definicio´n de un portafolio o´ptimo,
con miras a generar una propuesta de retiro programado, mediante la aplicacio´n de un control
o´ptimo estoca´stico, considerando algunas funciones de pe´rdida.
5.3. Propuesta de un portafolio balanceado para el retiro
programado
La idea de esta seccio´n es proponer una estructura del portafolio de retiro programado de tal
forma que los anteriores resultados sean aplicables en la definicio´n de una estrategia o´ptima
de inversio´n. Si se recuerda la estructura definida en 3-18, la cual representa la evolucio´n
del saldo del portafolio del retiro programado, se puede fa´cilmente reformarla para llevarla
a una forma equivalente a la de la ecuacio´n 5-3, logrando as´ı entonces poner el portafolio
pensional en el contexto de portafolio balanceado. La expresio´n para el saldo de la cuenta
vendr´ıa dada entonces por:
dVt =
[
ωt
(
µ− 1
a¯x+t
)
+
(
r − 1
a¯e+t
)
(1− ωt)
]
Vtdt+ σωtVtdWt (5-17)
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Antes de proseguir con el ana´lisis es necesario mencionar ciertos aspectos acerca del modelo
en la ecuacio´n 5-17.
1. Si ωt = 0, entonces la expresio´n del portafolio estar´ıa dada por:
dVt =
(
r − 1
a¯x+t
)
Vtdt (5-18)
este caso representar´ıa que la mesada pensional se obtiene de un portafolio cuya tasa
de retorno es constante r. Este caso ser´ıa posible si la inversio´n del capital inicial V0
se hace en un mecanismo del tipo CDT, que reconozca una tasa fija de capitalizacio´n
cada an˜o.
2. Si ωt = 1, la expresio´n del portafolio estar´ıa dada por:
dVt =
(
µ− 1
a¯x+t
)
Vtdt+ σVtdWt (5-19)
este caso representa que el portafolio pensional esta´ indexado en un 100 % en un me-
canismo de renta variable donde la incertidumbre de la tasa de retorno esta´ definida
mediante la presencia del proceso de difusio´n Wt.
3. El modelo 5-17, que representa la dina´mica del portafolio del retiro programado, es una
EDE lineal de Itoˆ. Esta caracter´ıstica permite entonces conocer la solucio´n expl´ıcita
para el saldo de la cuenta. Si se retoma la expresio´n general planteada en 3-7 y se aplica
la solucio´n general 3-20 se puede concluir que la solucio´n para el saldo de la cuenta de
ahorro individual para una pensio´n en modalidad de retiro programado vendr´ıa dado
por:
Vt = V0exp
[∫ t
0
{
ωt
(
µ− 1
a¯x+t
)
+
(
r − 1
a¯x+t
)
(1− ωt)− σ
2ω2t
2
}
dt+ σωtWt
]
(5-20)
Una vez definida esta solucio´n para el modelo del saldo se puede hacer un experimento
de simulacio´n para la aproximacio´n de la distribucio´n de T0, inicialmente tomando valores
arbitrarios para la conformacio´n del portafolio. A continuacio´n se presentan algunos de dichos
resultados, considerando, como en la primera parte de este estudio una inversio´n inicial de
334 millones de pesos correspondientes con una anualidad que entrega mensualmente una
mesada de 2 millones de pesos4:
4Los para´metros definidos para este ejercicio fueron: µ = ln(1 + 0,06) %, σ = 20 % y r = 4 %
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Figura 5-1.: Distribucio´n simulada de T0, para ωt = 10 %
media desviacio´n esta´ndar mı´nimo ma´ximo mediana c. variacio´n
88.07 an˜os 0.79 an˜os 85.18 an˜os 90.32 an˜os 88.12 an˜os 0.008
Tabla 5-1.: Resumen descriptivo de T0, para ωt = 10 %
Figura 5-2.: Distribucio´n simulada de T0, para ωt = 25 %
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media desviacio´n esta´ndar mı´nimo ma´ximo mediana c. variacio´n
88.42 an˜os 1.94 an˜os 78.90 an˜os 93.82 an˜os 88.64 an˜os 0.022
Tabla 5-2.: Resumen descriptivo de T0, para ωt = 25 %
Figura 5-3.: Distribucio´n simulada de T0, para ωt = 50 %
media desviacio´n esta´ndar mı´nimo ma´ximo mediana c. variacio´n
88.63 an˜os 3.89 an˜os 73.66 an˜os 98.19 an˜os 89.24 an˜os 0.044
Tabla 5-3.: Resumen descriptivo de T0, para ωt = 50 %
Las figuras 5-1 a 5-3 muestran un comportamiento interesante acerca de la distribucio´n
aproximada de T0, a medida que el porcentaje de inversio´n en el acitvo riesgoso aumenta.
Cuando se aumenta de un 10 % a un 25 % la media de la distribucio´n se desplaza un poco
hacia la derecha, aumentando as´ı el tiempo medio de anualizacio´n estimado, aunque de igual
forma la desviacio´n esta´ndar estimada tambie´n aumenta. Cuando el porcentaje de inversio´n
del portafolio en el instrumento de renta variable es del ω = 25 % se puede apreciar que
el rango estimado de T0 aumenta con respecto al caso de ω = 10 % de 5.14 a 14.92 an˜os.
Y para este u´ltimo el coeficiente de variacio´n estimado con respecto al primero es menor,
0.008. En el tercer escenario en que la indexacio´n a renta variable aumenta a un 50 % ocurre
de nuevo que el tiempo promedio de anualizacio´n aumenta con respecto los dos anteriores,
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situacio´n que inicialmente ser´ıa beneficiosa para la persona en uso de retiro, sin embargo
se puede apreciar tambie´n que la desviacio´n esta´ndar aumenta hasta los 3.84 an˜os y el
rango estimado incrementa hasta los 23.54 an˜os. De igual forma ocurre con el coeficiente
de variacio´n que llega ser de 0.044 en esta oportunidad. Al parecer entonces con respecto
al tiempo medio de anualizacio´n, ser´ıa ventajoso para el portafolio de retiro programado
incrementar el pocentaje de inversio´n en el activo cuya tasa continua de rentabilidad es
modelada a trave´s de un proceso de difusio´n de Itoˆ, sin embargo en el caso en que estos
ocurra las exploraciones mediante simulacio´n parecen mostrar que la desviacio´n esta´ndar,
coeficiente de variacio´n y el rango estimados para T0 aumentan, ocasionando entonces un
riesgo de ruina mayor. Sin embargo es importante aclarar que las definiciones de ω que
fueron hechas no son resultado de ninguna experiencia o de ningu´n tipo de modelo, fueron
simplemente definidas de forma arbitraria con el hecho de analizar el comportamiento de
la distribucio´n simulada de T0 mediante la propuesta de portafolio balanceado dada por
la ecuacio´n 5-17. Inclusive no tiene por que´ suponerse que sea una cantidad fija, de hecho
para el contexto de problemas de portafolios balanceados esto no ocurre, podr´ıa ser entonces
modelado como un proceso estoca´stico, ωt, medible en la estructura de informacio´n del
proceso del saldo de la cuenta de ahorro individual.
En este punto entonces cabe el interrogante de si la determinacio´n de ωt se puede hacer
mediante algu´n me´todo anal´ıtico, debido a que no es claro que´ valor deber´ıa tomar teniendo
en cuenta algu´n tipo de formulacio´n y, por ejemplo, un criterio de optimalidad. En la siguiente
seccio´n se dan los pormenores de la respuesta a este interrogante aplicando los resultados
mencionados previamente relacionados con la teor´ıa de control o´ptimo estoca´stico.
5.4. Ca´lculo del portafolio o´ptimo
En la seccio´n anterior se presento´ la propuesta de un portafolio balanceado como alternativa
en la definicio´n del retiro programado, es decir, que el mismo se pudiera descomponer en
dos tipos de inversiones, una con riesgo (cuyo valor de mercado depende de la solucio´n de
una EDE lineal de Itoˆ) y otra sin riesgo (que reconoce una tasa de rentabilidad constante
r). Se pudo establecer adema´s la solucio´n de la ecuacio´n que representa la dina´mica del
saldo de la cuenta, 5-20, e inicialmente mediante un procedimiento ad hoc se fijaron algunos
porcentajes de inversio´n, ωt, de tal forma que se pudiera analizar la distribucio´n emp´ırica de
T0. La conformacio´n del portafolio sin embargo no se tiene que hacer en forma subjetiva, de
acuerdo al desarrollo del control o´ptimo estoca´stico, la determinacio´n del proceso de control,
que para este caso sera´ el mismo ωt, se puede obtener de forma anal´ıtica. El objetivo de esta
seccio´n es entonces involucrar los resultados presentados en secciones anteriores en pos de
construir la estratega o´ptima de inversio´n para el portafolio de retiro programado.
Considere el problema de control planteado en las ecuaciones 5-5 a 5-9 donde el objetivo es
definir el proceso de control ωt que representa una estrategia de inversio´n en un portafolio
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compuesto de un activo de tasa fija y uno sujeto a riesgo de mercado. La idea es observar
co´mo mediante la aplicacio´n de una condicio´n de primer orden sobre la HJB, 5-15, definida
sobre un proceso de estado del sistema de la forma 5-17, se puede determinar entonces ωt.
Para esto se define entonces la funcio´n objetivo Φ (t, v) de la forma, [Emms & Haberman,
2008, p. 743]:
Φ (t, v) = mı´n
ωt
Es,v
[∫ T
t
e−ρ(u−s)L (Vu, u) du+ e−ρ(T−s)L (VT , T )
]
(5-21)
El significado tras la expresio´n 5-21 es que en este problema de control o´ptimo aplicado al
retiro programado se busca minizar el valor presente de la pe´rdida total esperada, donde
la funcio´n de pe´rdida viene representada por L (t, v), la cual a su vez debe de cumplir con
cietas restricciones.
Asociada a la forma de esta funcio´n objetivo y asumiendo que Φ (t, v) es una funcio´n de
clase C1,2, la cual es una de las condiciones del teorema de la EDP HJB, se puede entonces
expresar la HJB de este problema como:
Φt + ı´nf
ωt∈(0,1)
{
v
[
ωt (µ− r) + r − 1
a¯x+t
]
∂Φ
∂v
+
1
2
v2ω2t σ
2∂
2Φ
∂v2
}
+ e−ρ(t−s)L (t, v) = 0 (5-22)
con condicio´n de frontera dada por:
Φ (T, VT ) = e
−ρ(T−t)L (T, VT ) (5-23)
Es fa´cil ver que la condicio´n de primer orden en el supremo de la ecuacio´n 5-22 arroja como
resultado referente al control o´ptimo ωˆ (t, Vt)
5:
ωt = − Φv
vΦvv
{
µ− r
σ2
}
(5-24)
Con respecto a Φ (t, v), [Bjork, 2003, p. 283], menciona que:
El trabajo duro en el me´todo de programacio´n dina´mica consiste en solucionar
ecuaciones diferenciales parciales altamente no lineales. No hay en general me´to-
dos anal´ıticos disponibles para esto, as´ı que el nu´mero de problemas de control
o´ptimo con soluciones anal´ıticas es de hecho reducido.
5Φv y Φvv representan las derivadas parciales de primer y segundo orden con respecto a v de la funcio´n Φ
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Una forma de abordar este problema en te´rminos de la aplicacio´n al contexto actuarial del
retiro pogramado que se trata en el presente trabajo es tomar la propuesta hecha por [Emms
& Haberman, 2008, p. 745], quienes plantean la forma de dicha funcio´n objetivo como una
funcio´n separable de las variables t y v de la forma:
Φ (t, v) = e−δtG (t)L (v) (5-25)
donde la funcio´n L (v) es una funcio´n de pe´rdida con las siguientes caracter´ısticas:
1.
∂L
∂v
< 0, que la funcio´n de pe´rdida decrezca por el aumento en el valor del portafolio.
2. L (Vt, t) tiene un dominio en los Vt > 0.
Siendo esto as´ı, la expresio´n para el control o´ptimo, vendr´ıa dada por6
ωt = − Lv
vLvv
{
µ− r
σ2
}
(5-26)
En las siguientes dos subsecciones se ponen en pra´ctica los anteriores resultados considerando
dos tipos de funciones de pe´rdida: exponencial y potencial, se construye la ecuacio´n para el
saldo del portafolio y se muestran un par de simulaciones de la trayectoria del proceso de
control o´ptimo ωˆ (t, Vt), el proceso que para cada t ∈ [0, T ], de acuerdo a la solucio´n dada
por la metodolog´ıa de control o´ptimo estoca´stico, brindar´ıa la composicio´n del portafolio del
cual se sostiene el esquema de pensio´n en modalidad de retiro programado.
5.4.1. Sobre la funcio´n de pe´rdida
Autores como [Milevsky & Young, 2002] y [Narat & Milevsky, 2002] han propuestos solucio-
nes a problemas actuariales donde el planteamiento de los mismos ha sido bajo la formula-
cio´n de un problema control o´ptimo estoca´stico. En dichos trabajos se ha buscado maximizar
una funcio´n de utilidad la cual permite representar una aversio´n al riesgo relativa constante
(CRRA por sus siglas en ingle´s). Logran, por ejemplo, definir la estructura del portafolio
de inversio´n en instrumentos de renta fija (tasa de rentabilidad constante y positiva r) y
renta variable (tasa de rentabilidad aleatoria dada por un proceso de Wiener), a parte de
hacer una estimacio´n del tiempo o´ptimo de anualizacio´n de un esquema de pensio´n del tipo
drawdown income similar al del retiro programado, maximizando en mabos casos el valor
presente del valor esperado de la utilidad total.
6Lv y Lvv representan las derivadas de primer y segundo orden de la funcio´n de pe´rdida con respecto a V ,
el estado del portafolio en un tiempo t.
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En la propuesta de portafolio balanceado de este cap´ıtulo, la funcio´n objetivo del control
sera´ minimizar el valor presente de la pe´rdida total esperada. Como se hizo notar, dicha
funcio´n L dependera´ del nivel del saldo, el cual una vez se conozca la expresio´n anal´ıtica para
el proceso de control ωt se puede obtener a trave´s de una EDE lineal de Itoˆ. La dependencia de
la funcio´n de pe´rdida del valor del saldo es debida a que como se ha mencionado, el esquema
de retiro programado es un esquema de ingreso decreciente, por su propia definicio´n y de
mano del comportamiento de las tasas de rentabilidad en el mercado de valores. Dado que
el ca´lculo de la mesada de pensio´n en un determinado an˜o depende del nivel del saldo de
la cuenta de ahorro individual Vt, si dicha cantidad aumentara entonces las mesadas de
pensio´n podr´ıan incrementarse en dicho an˜o y, en te´rminos generales, la persona en uso de
retiro estar´ıa en un escenario de menor pe´rdida dadas las condiciones de la evolucio´n del
saldo.
5.4.2. Funcio´n de pe´rdida exponencial
Para el caso en que L (v) sea de la forma:
L (v) = e−αv (5-27)
con α > 0, la expresio´n para el proceso de control si 5-27 es reemplazada en 5-26 es:
ωt =
µ− r
σ2
{
1
αVt
}
(5-28)
y si ahora la expresio´n 5-28 se lleva a 5-17 se obtiene que el saldo del portafolio es:
dVt =
[
Vt
(
r − 1
a¯x+t
)
+
1
α
(
µ− r
σ
)2]
dt+
(
µ− r
σα
)
dWt (5-29)
se observa en la ecuacio´n 5-29 que la dina´mica del saldo del portafolio esta´ determinada
nuevamente por una EDE lineal de Itoˆ.
A modo de ejemplo se presentan a continuacio´n una gra´fica y un resumen descriptivo del
proceso de control ωt, tomando como para´metros: µ = ln (1 + 0,06) %, r = 4 %, σ = 10 %,
anuales respectivamente y α = 10 %
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Figura 5-4.: Proceso de control ωt. Funcio´n de pe´rdida exponencial.
media desviacio´n esta´ndar mı´nimo ma´ximo mediana c. variacio´n
16.33 % 13.86 % 5.46 % 67.34 % 10.50 % 0.84
Tabla 5-4.: Resumen descriptivo de ωt considerando una funcio´n de pe´rdida exponencial.
La figura 5-4 presenta entonces, considerada una de pe´rdida del tipo exponencial, la es-
tructura que tendr´ıa el portafolio o´ptimo de inversio´n, ωt. Se observa que el porcentaje de
inversio´n en el instrumento de renta variable aumenta progresivamente conforme la edad
de la persona incrementa, hasta llegar a la barrera inferior dada por la anualidad de vida
a¯x+t. Hasta antes de los 80 an˜os sin embargo se puede apreciar que los niveles de inversio´n
son relativamente bajos en este tipo de instrumentos, mantenie´ndose en valores inferiores al
20 %. El promedio estimado de inversio´n en este instrumento fue del 16.33 %.
En general, durante todo el tiempo de retiro, el resultado que se puede observar en esta tra-
yectoria particular del proceso de control es que la estrucutura del portafolio debe considerar
niveles bajos de exposicio´n al instrumento de renta variable.
5.4.3. Funcio´n de pe´rdida potencial
Para el caso en que L (v) sea de la forma:
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L (v) = (v + a)θ (5-30)
con θ < 0 y a ≥ 0, la expresio´n para el proceso de control (definicio´n del portafolio), si 5-30
es reemplazada en 5-26, es:
ωt =
µ− r
σ2 (1− θ)
{
1 +
θ
Vt
}
(5-31)
con esta expresio´n se puede entonces, al igual que en el caso anterior, definir la expresio´n
general para el saldo de la cuenta7
dVt =
[
Vt
(
r − 1
a¯x+t
)
+
η (Vt + a) (µ− r)
1− θ
]
dt+
ση (Vt + a)
1− θ dWt (5-32)
y al igual que la subseccio´n anterior se presenta a modo de ejemplo una gra´fica del proceso
de control ωt, considerando µ = ln (1 + 0,06) %, σ = 10 % y r = 4 % anual respectivamente
y θ = −1,5, a = 0,5:
Figura 5-5.: Proceso de control ωt. Funcio´n de pe´rdida potencial.
7Por facilidad en la notacio´n, η =
µ− r
σ2
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media desviacio´n esta´ndar mı´nimo ma´ximo mediana c. variacio´n
73.371 % 0.279 % 73.180 % 74.491 % 73.233 % 0.003
Tabla 5-5.: Resumen descriptivo de ωt considerando una funcio´n de pe´rdida potencial.
En esta oportunidad la figura 5-5 permite apreciar que la estrucura del portafolio definida
por ωt, calculado e´ste a trave´s de la minimizacio´n del valor presente del valor esperado de una
funcio´n de pe´rdida, tiene un comportamiento similar al caso anterior pero con una diferencia
importante, los niveles de exposicio´n del portafolio al instrumento de renta variable son
mayores al caso previo. Se presenta un comportamiento en que para la mayor parte del
tiempo de retiro, con l´ımite de tiempo hasta T0, la exposicio´n del portafolio a renta variable
aumenta progresivamente y luego de los 80 an˜os adquiere una tendencia al alza acelerada. El
promedio estimado de inversio´n en este tipo de instrumento fue del 73.371 %. A diferencia del
escenario considerando una funcio´n de pe´rdida exponencial, para este caso se puede apreciar
que el rango y el coeficiente de variacio´n estimados para esta trayectoria particular fueron
menores.
5.4.4. Algunos comentarios
El control o´ptimo estoca´stico es una metodolog´ıa para la solucio´n de ciertos problemas en los
cuales el proceso de estado del sistema, Vt, y el proceso de control, ωt , esta´n en terminos de
un proceso estoca´stico, Wt. Los resultados ba´sicos asociados con esta teor´ıa esta´n claramente
y bien definidos cuando Wt es un proceso de Wiener esta´ndar. Varios autores como [Milevsky
& Young, 2002, Gerrard et al., , Gerrard et al., 2005] han hecho uso de herramientas como
esta en la definicio´n de, por ejemplo, portafolios o´ptimos o tiempos o´ptimos de anualizacio´n.
En este estudio se desarrollo´ una propuesta del estilo portafolio balanceado aplicado a la
adminstracio´n del saldo de una cuenta de ahorro individual de una pensio´n en modalidad
de retiro programado. El procedimiento general esta´ asociado con el planteamiento de la
ecuacio´n diferencial HJB, el inconveniente inicial con este procedimiento es que no hay una
regla general para la forma del control o´ptimo, por eso es que inicialmente para efectos de
ilustracio´n se toma la propuesta de [Bjork, 2003, p. 290] y se define un proceso de control
ad hoc. Se procedio´ a la estimacio´n de la densidad del tiempo de primer arribo para ciertos
casos arbitrarios de ωt. Luego de esto, y con miras a la aplicacio´n de los resultados teo´ricos,
se cito´ la propuesta de [Emms & Haberman, 2008], quienes proponen la forma del control
o´ptimo como una funcio´n separable del tiempo, t y una funcio´n de pe´rdida del proceso de
estado del sistema, es decir, el saldo del portafolio, Vt. Finalmente con la propuesta de dos
funciones de pe´rdida se generaron trayectorias del proceso de control, es decir, del proceso
que define el portafolio de pensio´n como inversio´n en mecanismos de renta fija (tasa anual
constante de capitalizacio´n r) y renta variable (inversio´n cuyo valor de mecado esta´ definido
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en te´rminos de la solucio´n de una EDE lineal de Itoˆ).
6. Conclusiones y recomendaciones
6.1. Conclusiones
En este trabajo se propusieron, en una primera parte, dos modelos para la evolucio´n de la
tasa de rendimiento del fondo que administra el saldo de una cuenta de ahorro individual de
la cual se devenga una mesada de pensio´n en modalidad de retiro programado. El saldo de la
cuenta de ahorro individual para el primer modelo de la tasa fue representado a trave´s de una
ecuacio´n diferencial estoca´stica (EDE) lineal de Itoˆ. La solucio´n de este tipo de ecuaciones
es, bajo ciertas restricciones, posible de expresar en forma anal´ıtica mediante el empleo de la
teor´ıa de ca´lculo de Itoˆ, [Protter, 2004], [Klebaner, 2005]. Para el segundo caso la dina´mica
del saldo fue representada por un ecuacio´n diferencial estoca´stica lineal definiendo la integral
estoca´stica en te´rminos de una semimartingala, una cadena de Markov finita homoge´nea en
tiempo continuo.
Los resultados obtenidos con el primer modelo mostraron trayectorias del proceso Vt, el saldo
de la cuenta, con saltos pronunciados. Comportamientos como e´stos plantear´ıan la inquietud
de si en realidad en el contexto que se estudio´ valdr´ıa la pena modelar las tasas de rendi-
miento mediante una EDE basada en el proceso Wiener.
El objetivo incial con la solucio´n de la EDE del saldo fue el ana´lisis de la variable T0, el tiem-
po de primer arribo a una barrera mo´vil dada por el valor presente actuarial de una renta
vitalicia por un salario mı´nimo legal vigente construida con una ley de mortalidad dada por
la distribucio´n de Gompertz. Los resultados obtenidos en la aproximacio´n mediante simula-
cio´n de la distribucio´n de T0 muestran entonces que el comportamiento de las tasas ocasiona
que la probabilidad del evento de ruina, migracio´n del saldo de la cuenta para adquirir una
renta vitalicia, pueda presentarse en edades tempranas luego del tiempo de retiro, 62 an˜os
para este estudio. Esta u´ltima situacio´n no es deseable para una Administradora de Fondo
de Pensiones, debido a que es responsabilidad de la misma responder por las mesadas de
pensio´n con las cuales personas en uso de retiro sostienen sus gastos personales, y posible-
mente tambie´n los gastos de su co´nyuge.
El segundo modelo para la tasa de rendimiento del fondo fue basado en una cadena de
Markov finita homoge´nea en tiempo continuo, este proceso tiene la propiedad de ser una
semimartingala: una suma de una martinagala local ma´s un proceso de variacio´n limitada.
Considerando la serie de rendimientos de quince portafolios de fiducia colombianos como in-
formacio´n para el ajuste del modelo, se obtuvieron resultados en te´rminos de trayectorias de
Vt ma´s suaves con respecto al caso Wiener, situacio´n que puede ajustarse ma´s a la realidad de
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las tasas de rendimiento de los portafolios manejados por las Administradoras en el pa´ıs. En
te´rminos de la distribucio´n simulada de T0 se observaron resultados para los cuales la edad
promedio estimada de anualizacio´n estuvo entre los 85 y 88 an˜os. Con esto se corroboro´ la
propiedad teo´rica de que con probabilidad 1 la ecuacio´n del saldo tocara´ la barrera de dada
por el valor de la anualidad de vidad por un salario mı´nimo legarl vigente. Con este modelo
se desarrollo´ una ecuacio´n para la estructura de los pagos anuales del retiro programado,
se observo´ que antes de los 80 an˜os las mesadas anuales ten´ıan un comportamiento erra´tico
entre aumento y decrecimiento, luego de esta edad, para los ejemplos considerados se ob-
servo´ un decrecimiento progresivo en el valor anual de las mesadas de pensio´n. Este u´ltimo
hecho refleja una de las caracter´ısticas que tiene el retiro programado de ser un modelo pen-
sional del tipo drawdown pension scheme.
El decrecimiento mencionado se puede obtener incluso con una tasa nula. Es decir, si δt ≡ 0
entonces V
′
t = −Vt/a¯x+t tiene una tasa negativa −1/a¯x+t pero una solucio´n no negativa. En
este caso se obtiene una ecuacio´n diferencial ordinaria con un punto singular en el extemo de-
recho del intervalo [0, ω−x]. Pero la integral solucio´n es finita. Por tanto, esta´ bien definido.
Lo que lleva considerar que este sistema puede incorporar algu´n mecanismo que garantice
una tasa mı´nima positiva cuyo efecto puede ser eliminar el paso a la anualidad (T0 = ∞),
garantizando un ingreso menos decreciente.
En la segunda parte del estudio, otro de los resultados obtenidos estuvo relacionado con la
aplicacio´n de un control o´ptimo estoca´stico en la definicio´n de un portafolio de inversio´n ba-
lanceado en mecanismos de renta fija (el cual reconoce una tasa de rentabilidad fija r anual)
y de renta variable (una cuyo valor de mercado esta sujeta a flucutaciones representadas por
una EDE lineal de Itoˆ), con miras a definir una propuesta alternativa de retiro programa-
do. Los trabajos de autores como, [Bjork, 2003], [Emms & Haberman, 2008] y [Milevsky &
Young, 2002] plantean un resultado anal´ıtico sobre el proceso de control, ωt quien define la
composicio´n del portafolio. Se planteo´ el modelo para la ecuacio´n del saldo en te´rminos de
un proceso de difusio´n de Itoˆ, cuya solucio´n expl´ıcita fue posible de deducir. Inicialmente
se fijaron valores arbitrarios constantes para ωt, proceso es estado del sistema, y se analizo´,
nuevamente bajo experimentos de simulacio´n, la distribucio´n de T0. Se evidencio´ que para
ciertos casos esta distribucio´n sufr´ıa un desplazamiento hacia la derecha, aumentando as´ı el
tiempo esperado de anualizacio´n, sin embargo su varianza estimada en los diferentes escena-
rios aumento´ a medida que la exposicio´n del portafolio en renta variable aumentaba. Luego
de evidenciar estos hechos con la definicio´n arbitraria de un portafolio que se manten´ıa cons-
tante durante el tiempo remanente de vida del jubilado, se procedio´ a definir un modelo ma´s
real en donde el portafolio fuera una proceso medible en la σ-a´lgebra del proceso de saldo de
la cuenta, Vt. Se aplico´ entonces la metodolog´ıa de control o´ptimo estoca´stico como procedi-
miento anal´ıtico para la determinacio´n del proceso de control del sistema, ωt, considerando
la funcio´n objetivo del problema como el valor presente, calculado con una tasa continua, de
la pe´rdida total esperada. Se consideraron dos tipos de funciones de pe´rdida, una del tipo
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exponencial y otra potencial, para ambos casos los resultados observados permitieron eviden-
ciar que el portafolio o´ptimo deber´ıa considerar, durante la mayor parte del tiempo de retiro
de jubilado hasta la edad en la que el saldo ha cruzado la barrera correspondiente al valor
de la renta vitalicia, niveles relativamente altos de exposicio´n del portafolio al instrumento
de renta variable en caso que considera una funcio´n de pe´rdida exponencial, mientras que
para una funcio´n de pe´rdida potencial se observo´ un comportamiento similar al primer caso
solo que los niveles de exposico´n del portafolio a renta variable fueron mayores y tuvieron
rangos, coeficiente de variacio´n y desviacio´n esta´ndar estimados menores.
6.2. Recomendaciones
En este trabajo se pueden encontrar resultados interesantes de la aplicacio´n de modelos re-
lacionados a ecuaciones diferenciales estoca´sticas lineales de Itoˆ y control o´ptimo estoca´stico
en un problema de formulacio´n actuarial: el modelo para el saldo de una cuenta de ahorro
individual de una pensio´n en modalidad de retiro programado. Algunos de los temas que no
se desarrollaron y que ser´ıan de intere´s en trabajos subsecuentes estar´ıan relacionados con:
1. Una definicio´n, considerando un modelo de cadena de Markov, para el tiempo o´ptimo
de anualizacio´n en un esquema de pensio´n que considere durante los primeros an˜os
de retiro devengar la mesada pensional de un portafolio de inversio´n en renta fija y
renta variable, pero que luego de cierto tiempo τ , el tiempo o´ptimo de anualizacio´n, el
saldo remanente de la cuenta de ahorro individual sea transferido con fines de adquirir
una renta vitalicia. Este objetivo ser´ıa de intere´s en la medida que podr´ıa disminuir el
riesgo de mercado en la exposicio´n al mercado de valores.
2. Un ana´lisis bastante interesante que se puede desarrollar es el de incorporacio´n de
garant´ıas mı´nimas sobre este esquema pensional, es decir, definir un plan de seguro
aplicable en momentos de rendimientos bajos del portafolio tal que reconozca, bien sea
sobre el saldo o la tasa, una cobertura similar a la de un derivado y una vez definido
el modelo poder llegar a una expresio´n para el valor, pagadero al inicio del retiro, de
la prima de cobertura.
3. Considerar modelos ma´s generales para la tasa del portafolio que una cadena de Markov
o un proceso Wiener. Hacer un ana´lisis de riesgo de ruina considerando por ejemplo
modelos como los procesos de Le´vy.
4. El factor para el ca´lculo de la anualidad que se empleo´ en este trabajo consideraba
la vida remanente de una sola persona, se podr´ıa extender el ana´lisis al considerar un
modelo actuarial para la vida remanente del pensionado y su co´nyuge.
A. Anexo: Solucio´n de la ecuacio´n
estoca´stica lineal general y el me´todo
de programacio´n dina´mica en el
control o´ptimo estoca´stico
A.1. Solucio´n de la ecuacio´n estoca´stica lineal general
Una ecuacio´n diferencial estoca´stica lineal general de Ito es de la forma, [Klebaner, 2005, p.
130]:
dXt = (αt + βtXt) dt+ (γt + ζtXt) dWt, t ≥ 0 (A-1)
X0 = x (A-2)
la solucio´n de este tipo de ecuaciones se logra a trave´s de una versio´n generalizada del me´todo
de variacio´n de para´metros, para esto es necesario encontrar primero la solucio´n de la
ecuacio´n homoge´nea asociada a A-1, la cual a su vez se puede escribir haciendo que las
funciones αt y γt sean iguales a 0, i.e.
dUt = (βtUt) dt+ (ζtUt) dWt, t ≥ 0 (A-3)
dUt = UtdYt (A-4)
donde el proceso de Itoˆ Yt se define como:
dYt = βtdt+ ζtdWt (A-5)
La solucio´n de A-4, [Klebaner, 2005, p. 131], es la exponencial estoca´stica.
70
A Anexo: Solucio´n de la ecuacio´n estoca´stica lineal general y el me´todo de programacio´n
dina´mica en el control o´ptimo estoca´stico
Ut = U0exp
(
Yt − Y0 − 1
2
[Y, Y ]t
)
= U0exp
(∫ t
0
βsds+
∫ t
0
ζsdWs − 1
2
∫ t
0
ζ2sds
)
= U0exp
(∫ t
0
(
βs − 1
2
ζ2s
)
ds+
∫ t
0
ζsdWs
)
(A-6)
donde la expresio´n [Y, Y ]t corresponde a la variacio´n cuadra´tica del proceso Yt y d [Y, Y ]t = ζ
2
t dt.
Ahora se propone la solucio´n de A-1 de la siguiente forma:
Xt = UtVt (A-7)
donde el proceso Vt es de la forma:
dVt = atdt+ btdWt (A-8)
Es importante resaltar que el diferencial del proceso Wiener, dWt, en las expresiones A-5 y
A-8 es el mismo.
Empleando ahora el resultado de la regla del producto, [Klebaner, 2005, p. 113], se tendr´ıa
el siguente resultado:
dXt = VtdUt + UtdVt + d [U, V ]t
= Vt (Utβtdt+ UtζtdWt) + Ut (atdt+ btdWt) + d [U,X]t
= (UtVtβt + Utat + Utζtbt) dt+ (UtVtζt + Utbt) dWt (A-9)
para verificar que la expresio´n en A-9 es correcta se debe consultar el resultado de [Klebaner,
2005, p. 113] mediante el cual se puede garantizar que:
d [U, V ]t = Utζtbtdt (A-10)
Por u´ltimo la ecuacio´n A-9 se puede reexpresar como:
dXt = (βtXt + Utat + Utζtbt) dt+ (ζtXt + Utbt) dWt (A-11)
A.2 El me´todo de programacio´n dina´mica en el control o´ptimo estoca´stico 71
y de este resultado se puede apreciar claramente las siguientes relaciones que permiten en-
contrar las expresiones para las funciones at y bt:
Utbt = γt (A-12)
Utat + Utζtbt = αt (A-13)
Resolviendo A-12 y A-13 se tiene que:
bt =
γt
Ut
(A-14)
at =
αt − γtζt
Ut
(A-15)
y como resultado, tomando V0 = X0 y U0 = 1, la solucio´n expl´ıcita de A-1 viene dada por:
Xt = Ut
(
X0 +
∫ t
0
αs − ζsγs
Us
ds+
∫ t
0
γs
Us
dWs
)
(A-16)
A.2. El me´todo de programacio´n dina´mica en el control
o´ptimo estoca´stico
La idea del me´todo es plantear el problema tomando una pareja arbitraria (t, v) ∈ [<+,<]
y luego el modelo resultante ligarlo a una EDP, la EDP HJB. Para la deduccio´n de e´sta se
define el siguiente control:
ω∗ (s, y) =
{
ω (s, y) , (s, y) ∈ [t, t+ h]×<
ωˆ (s, y) , (s, y) ∈ [t+ h, T ]×<
donde ωˆ (s, y) es el control o´ptimo y ω (s, y) es un control arbitrario, y con respecto a ellos
se tienen las estrategias obvias de:
1. Estrategia I: Usar el control o´ptimo ωˆ
2. Estrategia II: Usar ω∗
La utilidad esperada mediante la estrategia I es:
J0 (t, v, ωˆ) = Φ (t, v) (A-17)
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Para este ca´lculo con la estratega II hay que tener en cuenta el intervalo en el cual se analiza,
si es [t, t+ h] entonces la utilidad esperada ser´ıa:
Et,v
[∫ t+h
t
F (s, V ωs , ωs) ds
]
(A-18)
mientras que en [t+ h, T ] el proceso de estado del sistema estara´ en V ωt+h y dado que en este
tramo se empleara´ el control o´ptimo la utilidad esperada estar´ıa dada por:
Et,v
[
Φ
(
t+ h, V ωt+h
)]
(A-19)
y por lo tanto la utilidad esperada total ser´ıa:
Et,v
[∫ t+h
t
F (s, V ωs , ωs) ds+ Φ
(
t+ h, V ωt+h
)]
(A-20)
Partiendo del hecho obvio que con la estrategia I, por definicio´n, la utilidad sera´ como mı´nimo
la utilidad con la estrategia II se tiene entonces que:
Φ (t, v) ≥ Et,v
[∫ t+h
t
F (s, V ωs , ωs) ds+ Φ
(
(t+ h, V ωt+h
)]
(A-21)
En esta u´ltima desigualdad la variable aleatoria Φ
(
t+ h, V ωt+h
)
puede representarse, asu-
miendo la condicio´n de regularidad de que Φ sea una funcio´n de clase C1,2, tomando la
expresio´n del operador de Dynkin, [Bjork, 2003, p. 67]:
Definicio´n 6 Dada una EDE de Itoˆ, el operador diferencial unidimensional definido como:
A = µ (t, v)
∂
∂v
+
1
2
σ2 (t, v)
∂2
∂v2
(A-22)
recibe el nombre de operador de Dynkin, operador de Itoˆ u operador backward de Kolmogorov
y en conjunto con el lema de Itoˆ, [Bjork, 2003, p. 54], como:
Φ
(
t+ h, V ωt+h
)
= Φ (t, v) +
∫ t+h
t
[
∂Φ (s, V ωs )
∂t
+ AωΦ (s, V ωs )
]
ds
+
∫ t+h
t
[
∂Φ (s, V ωs )
∂v
]
σωdWs (A-23)
Si ahora se reemplaza A-23 en A-21 se llega al siguiente resultado:
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Et,x
[∫ t+h
t
[
F (s, V ωs , ωs) +
∂Φ (s, V ωs )
∂t
+ AωΦ (s, V ωs )
]
ds
]
≤ 0 (A-24)
Dividiendo ahora A-25 por h y tomando el l´ımite h→ 0, empleando el resultado asociado al
teorema fundamental del ca´lculo y recordando la condicio´n que el estado en t es v, se tendr´ıa
que :
F (t, v, ω) +
∂Φ (t, v)
∂t
+ AωΦ (t, v) ≤ 0 (A-25)
y dado que el control ω donde se evalu´a esta expresio´n es uno arbitrario la ecuacio´n A-25
sera´ igual a 0 solamente en el control o´ptimo, es decir:
∂Φ
∂t
(t, v) + sup
ω∈Ω
{F (t, x, ω) + AωΦ (t, v)} = 0 (A-26)
La ecuacio´n A-26 es entonces la EDP HJB.
B. Anexo: Rutinas implementadas en R
para la estimacio´n de los modelos
####Capı´tulos 3 y 5#####
###Simulacio´n de un proceso de Wiener###
#Borrar la memoria temporal de R
rm(list=ls())
#Librerı´a con el simulador Stochastic Differential Equations.
require(sde)
#Horizonte de la simulacio´n.
T<-48
#Punto inicial
t0<-62
#Nu´mero de valores a simular
N<-1000
#Expresio´n para el para´metro de deriva.
mu<-expression(0)
#Expresio´n para el para´metro de volatilidad.
sigma<-expression(1)
#Objeto con la simulacio´n de la tryaectoria del proceso.
sim<-sde.sim(t0=t0,T=T+t0,N=N,X0=1,drift=mu,sigma=sigma,M=1)# simulacio´n.
#Gra´fica de la simulacio´n.
plot(sim,ylab="",main="",col="red")# gra´fica de la serie de tiempo.
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####Simulacio´n para la aproximacio´n del tiempo de primer arribo T_{0}####
#Horizonte de vida de la persona.
T<-48
#Edad de retiro de la persona.
t0<-62
#Nu´mero de simulaciones de los saldos de la cuenta.
N<-1000
#Secuencia de tiempo.
tp<-seq(t0,T+t0,T/N)
#Paquetes para la simulacio´n del saldo y el ca´lculo de la
#funcio´n gamma incompleta.
require(sde)
require(gsl)
#Para´metros para la distribucio´n Gompertz basado en la
#experiencia de las Compa~nı´a de Vida en en periodo 2000-2008
m.par = matrix(c(0.9984022, 0.9995144, 1.0968159,
0.9980725, 0.9997376, 1.1026006,
0.9975497, 0.9999949, 1.1412894,
0.9953583, 0.9999905, 1.1395016),4,3,byrow=TRUE)
colnames(m.par)=c("s","g","c")
rownames(m.par)=c("m80-89","h80-89","m00-08","h00-08")
s4 = m.par[4,1]
g4 = m.par[4,2]
c4 = m.par[4,3]
ia = 0.04 #tasa te´cnica del 4\% efectiva anual para el ca´lculo
de la anualidad de vida
#Expresio´n para el proceso de media de la EDE, considerando
#un retorno esperado asociado a una tasa del 6\% efectiva anual,
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una volatilidad del 20%,
#un valor presente actuarial calcualdo con una ley de supervivencia
#Gompertz.
log(1+0.06)
mu_t<-expression((0.05826891-1/((((-1.139502^t*
log(0.9999905))^(-log(0.9953583*exp(-log(1+0.04)))/log(1.139502)))/
(0.9999905^(1.139502^t)*log(1.139502)))*
(gamma_inc(log(0.9953583*exp(-log(1+0.04)))/log(1.139502),-1.139502^t
*log(0.9999905))
-gamma_inc(log(0.9953583*exp(-log(1+0.04)))/log(1.139502),-1.139502^110
*log(0.9999905)))))*x)
#Expresio´n para el proceso de volatilidad de la EDE.
sigma_t<-expression(0.2*x)
#Paquete para computacio´n en paralelo
library(snowfall)
#Definicio´n del cluster
sfInit(parallel=TRUE, cpus=16, type="SOCK")
#Carga de las librerı´as necesarias al cluster
sfLibrary(gsl)
sfLibrary(sde)
#Funcio´n auxiliar para ejecutar en paralelo las simulaciones de
#los saldos. Valor inicial de 200 salarios mı´nimos
aux_1<-function(x){
sde.sim(t0=t0,T=T+t0,N=N,X0=200,drift=mu_t,sigma=sigma_t,M=x)
}
#Carga al cluster de aux_1, y las dema´s constantes y funciones para los ca´lculos.
sfExport("aux_1","mu_t","sigma_t","t0","N")
#Nu´mero de simulaciones del saldo.
m<-10000
sfExport("m")
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#Objeto que almacena las m simulaciones del saldo.
X<-sfLapply(x=rep(m,8),aux_1)#80000 simulaciones de trayectorias del saldo
#Gra´fica de una de las trayectorias del saldo con las condiciones
especificadas.
plot(X[,1],col="blue",ylab="Saldo")
#Funcio´n del valor de la renta vitalicia calculada con la ley
#Gompertz
vpa<-function(x,w,s,g,C,d){
# requiere(gsl) formula 10 articulo italianos
v = exp(-d)
a = log(v*s)/log(C)
f1 = gamma_inc(a,-C^x * log(g))
f2 = gamma_inc(a, -C^w * log(g))
fnum = (-C^x * log(g))^(-a)
fden = g^(C^x) * log(C)
ax = fnum * (f1 - f2)/fden
return(0.6*12*ax)#12 salarios mı´nimos al a~no
}
#Objeto temporal con los valores de la renta vitalicia.
temp_2<-sapply(tp,vpa,theta=0,phi=9.8,m=86.4,delta=log(1+0.05))
#Objeto con los tiempos de primer arribo muestrales
fpt<-as.numeric(na.omit(sapply(1:ncol(X),function(y){
tp[which(X[,y]<=temp_2)[1]]
})))
#Gra´fica de la densidad estimada del tiempo de primer arribo
empleando un kernel gaussiano.
plot(density(fpt),col="red",ylab=expression(f[t]),xlab="Time",main="")
#Resumen para el tiempo de primer arribo
list(summary(fpt),sd(fpt)
#Detener el cluster
sfStop()
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### Determinacio´n del portafolio para el retiro programado
mediante la metodologı´a de control o´ptimo estoca´stico####
###Funcio´n de pe´rdida exponencial.
#Para´metros.
mu<-0.15
r<-0.07
sigma<-0.2
alpha<-0.01
(1/alpha)*((mu-r)/(sigma))^{2}#media
(mu-r)/(sigma*alpha)#volatilidad
#Proceso de media de la EDE que representa el portafolio de
#inversio´n.
mu_v<-expression((0.04-1/(0.6*12*(((((-1.139502^t)*
log(0.9999905))^(-log(exp(-log(1+0.04))*0.9953583)/
log(1.139502)))/((0.9999905^(1.139502^t))*log(1.139502)))
*(gamma_inc(log(exp(-log(1+0.04))*0.9953583)/log(1.139502),
(-1.139502^t)*log(0.9999905))-gamma_inc(log(exp(-log(1+0.04))*
0.9953583)/log(1.139502),(-1.139502^110)*log(0.9999905))))))*
x+0.8343825)
#Proceso de volatilidad.
sigma_v<-expression(9.134454)
#Funcio´n para la simulacio´n del saldo, considerando una
#inversio´n inicial de 334 millones de pesos.
#Simulacio´n de una trayectoria del saldo.
X<-sde.sim(t0=t0,T=T+t0,N=N,X0=334,drift=mu_v,sigma=sigma_v,
sigma.x=expression(0),M=1)
#Funcio´n para el ca´lculo de los pesos considerando una
#funcio´n de pe´rdida exponencial.
omega<-sapply(X[-length(X)],function(x,mu,sigma,alpha,r){
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(mu-r)/(sigma*sigma*alpha*x)},mu=mu,sigma=sigma,
alpha=alpha,r=r)
#Gra´fica del proceso de control del sistema.
setwd("/home/david/Documents/TesisMSc/Tesis_nueva/Cap4_P1")
png(’omega_exp.png’, width=1200,height=720,units="px")
par(mar = c(5, 5, 1, 1), mgp = c(2.5, 1, 0))
plot(tp[-length(tp)],omega,col="red",ylab=expression(omega[t]),
xlab=expression(t),type="l",cex.lab=2.0,cex.axis=1.5)
dev.off()
###Funcio´n de pe´rdida potencial.
#Para´metros.
a<-0.5
theta<-(-2)
mu<-log(1+0.06)
r<-0.04
sigma<-0.2
#Proceso de media de la EDE que representa el portafolio de
#inversio´n.
mu_v<-expression(x*(0.04-1/(0.6*12*(((((-1.139502^t)*
log(0.9999905))^(-log(exp(-log(1+0.04))*0.9953583)/
log(1.139502)))/((0.9999905^(1.139502^t))*log(1.139502)))*
(gamma_inc(log(exp(-log(1+0.04))*0.9953583)/log(1.139502),
(-1.139502^t)*log(0.9999905))-gamma_inc(log(exp(-log(1+0.04))*
0.9953583)/log(1.139502),(-1.139502^110)*log(0.9999905))))))+
((log(1+0.06)-0.04)/0.2^2)*(1/(1+2))*(log(1+0.06)-0.04)*(x+0.5))
#Proceso de volatilidad.
sigma_v<-expression(0.2*((log(1+0.06)-0.04)/0.2^2)*
(1/(1+2))*(x+0.5))
#Simulacio´n de una trayectoria del saldo.
X<-sde.sim(t0=t0,T=T+t0,N=N,X0=334,drift=mu_v,sigma=sigma_v,
sigma.x=expression((0.2)*((log(1+0.06)-0.04)/0.2^2)*(1/(1+2)),
M=1))
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#Funcio´n para el ca´lculo de los pesos considerando una
funcio´n de pe´rdida potencial.
omega<-sapply(X[-length(X)],function(x,mu,sigma,theta,a,r){
((mu-r)/((sigma^{2})*(1-theta)))*(1+(a/x))},mu=mu,
sigma=sigma,theta=theta,a=a,r=r)
#Gra´fica del proceso de control del sistema.
plot(tp[-length(tp)],omega,col="red",ylab=expression(omega[t]),
xlab=expression(t),type="l",cex.lab=2.0,cex.axis=1.5)
####Capı´tulo 4#####
#Programa rando.m : genera un valor de una variable aleatoria
#con valores en el rango 1,2,...,n , dado un
#vector con la distribucion de probabilidades discreta
rando <- function(p){
u <- runif(1)
i <- 1
s <- p[1]
while ((u > s) & (i < length(p))){
i <- i+1
s <- s+p[i]
}
return(i)
}
#Distribucio´n Gompertz
tpx = function(t,x,s,g,C){
tpx = s^t*g^(C^x*(C^t-1))
return(tpx)
}
#Funcio´n para el ca´lculo de la anualidad de vida
acx = function(x,w,s,g,C,d){
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# requiere(gsl) formula 10 articulo italianos
v = exp(-d)
a = log(v*s)/log(C)
f1 = gamma_inc(a,-C^x * log(g))
f2 = gamma_inc(a, -C^w * log(g))
fnum = (-C^x * log(g))^(-a)
fden = g^(C^x) * log(C)
ax = fnum * (f1 - f2)/fden
return(ax)
}
#Estimacio´n de la cadena de Markov
require(forecast)
require(markovchain)
require(xtable)
library(msm)
source("rando.r")
#port.mcd.dat contiene los rendimientos diarios en
#te´rminos anuales de los quince portafolios de
#fiducia usados para la estimacio´n de la matriz
#de transicio´n
D = read.table("port.mcd.dat", header = TRUE)
attach(D)
n = nrow(D)
#------------------ generar los estados
# l=quantile(y,seq(0,1.00,0.05))
l=seq(min(y),max(y),length.out=12)
ny=cut(y,l)
f=na.omit(as.integer(factor(ny)))
fn = as.integer(f)
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y.f = l[fn]
t = seq(1,length(y),1)
plot(t[-1],l[fn],type=’p’,col=’red’
,ylim=c(-20,40))
lines(t,y,col=’gray’)
plot(t,y,col=’black’)
abline(h=l[fn],col=’red’)
#------------------ generar matriz Q, libreria markovchain
f.g = markovchainFit(data = fn,
method = "laplace",
laplacian = 0.00001)
Q=f.g$estimate@transitionMatrix
(round(Q,4))
print(xtable(Q,digits=4))
#------------------ estimar la matriz de intensidad
tiempos = seq(1,length(y)-1)/360
Dav = data.frame(years = tiempos,
state = fn)
statetable.msm(state, data=Dav)
# q = ifelse(Q > 5.0e-05, 1, 0)
qx = c(1/2,1/2,1/4,1/5,1/6,1/7,1/4,1/3, 1/2, 1/2, 1/2)
d = nrow(Q)
q = mat.or.vec(d,d)
for(i in 1:d){
for(j in 1:d){
q[i,j] = ifelse(i==j,-qx[i],qx[i]*Q[i,j])
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}}
crudeinits.msm(state ~ years,
data=Dav,
qmatrix=q)
cav.msm <- msm(
state ~ years,
data = Dav,
qmatrix = q,
exacttimes = TRUE,
control = list ( trace = 2, REPORT = 1 ) )
cav.msm
printnew.msm(cav.msm)
q.est = qmatrix.msm(cav.msm)$estimates
print(xtable(q.est,digits=4))
#------------------ E(tau_i) y q_i
st = sojourn.msm(cav.msm)
(qx.est = 1/st$estimate)
(cbind(qx,qx.est))
#------------------ matriz Q
Q.est = q.est
for(j in 1:nrow(Q.est)){
Q.est[j,]=q.est[j,]/qx.est[j]}
diag(Q.est) = 0
print(xtable(Q.est,digits=5))
apply(Q.est,1,sum)
#------------------ simulacion de la cadena
# distribucion inicial X[1] = 5
T = length(y)
t = seq(1,T)
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X = c(fn[1])
j = 1
tau = c(rexp(1,qx.est[X[j]]))
while( sum(tau) <= T ){
j = j+1
X = c(X,rando(Q.est[X[j-1],]))
tau = c(tau,rexp(1,qx.est[X[j]]))
}
l1 = (l[1:11]+l[2:12])/2
dd=mean(y)-mean(l1[X])
l2=l1+dd#???
mean(l2[X])-mean(y)
#------------------
Tn = cumsum(tau)
# mejor...
setwd("/home/david/Documents/TesisMSc/Tesis_nueva/Cap3_P1")
png(’tasas_Markov_2.png’, width=1200,height=720,units="px")
par(mfrow=c(1,1))
plot(t,y,type=’l’,col=’darkgray’,ylab=expression(delta[t]),
xlab=’Tn’,cex.axis=1.4,cex.lab=1.4)
lines(Tn,l2[X],col=’red’,type=’S’)
dev.off()
# simulacion de las trayectorias
# utilizando deSolve
library(deSolve)
library(gsl)
library(xtable)
source("acx.r")
x = 62
w = 110
i = 0.06 # usar una tasa de acuerdo a la serie
ia = 0.04 # tasa para l valor presente actuarial
id = 0.02# tasa de incremento por inflacio´n
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delta = log(1+i)
delta.a = log(1+ia)
delta.d = log(1+id)
(delta < 1/(12*acx(x=x,w=w,s=s4,g=g4,C=c4,d=delta.a)))
#--------------------
t=seq(0,110-x)
at = acx(x+t,w,s4,g4,c4,delta.a)
at.dm = acx.demoivre(t,x,w,delta.a)
plot(t,at,type=’l’)
lines(t,at.dm,col=’red’)
modelo = function(t, y, pars) {
with(as.list(c(t, y, pars)),
{dy <- (d1 - K/acx(x+t,w,s,g,C,d2))* y[1]
list(c(dy))
})
}
pars <- c(d1 = delta, K =1,s=s4,g=g4,C=c4,d2=delta.a)
y0 <- c(y = 2*12*acx(x,w,s4,g4,c4,delta.a))
t <- seq(0, w-x-0.01, by = 0.01)
print(system.time(
out <- ode(y0, t, modelo, pars,
method = "euler")))
diagnostics(out)
B = as.matrix(out)
plot(x+t,B[,2],type=’l’)
#--------------------pagos
t = seq(0,110-x)
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(P = y0 + delta * cumsum(B[t,2]) - B[t,2])
(pagos = diff(P,1,1))
#
#--------------------simulacion
# leer la matriz qij
D2 = read.table("matriz.qij.dat", header = TRUE)
attach(D2)
D3 = read.table("vector.qi.dat", header = FALSE)
attach(D3)
D4 = read.table("vector.l.dat", header = FALSE)
attach(D4)
q.est = as.matrix(D2)
qx.est = as.vector(D3$V1)
l = as.vector(D4$V1)
#--------------------
D1 = read.table("port.mcd.dat", header = TRUE)
attach(D1)
#------------------ matriz Q
Q.est = q.est
qx.est = -diag(Q.est)
for(j in 1:nrow(Q.est)){
Q.est[j,]=q.est[j,]/qx.est[j]}
diag(Q.est) = 0
print(xtable(Q.est,digits=5))
S = apply(Q.est,1,sum)
for(j in 1:nrow(Q.est)){
Q.est[j,]=Q.est[j,]/S[j]}
#------------------ simulacion de la cadena
# distribucion inicial X[1] = 1
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ns = 100
J = double(ns)
for(k in 1:ns){
T = (w-x)*360
t = seq(1,T)
X = c(5)
j = 1
tau = c(rexp(1,qx.est[X[j]]))
while( sum(tau) <= T ){
j = j+1
X = c(X,rando(Q.est[X[j-1],]))
tau = c(tau,rexp(1,qx.est[X[j]]))
}
#------------------
l1 = (l[1:11]+l[2:12])/2
dd=mean(y)-mean(l1[X])
l2=l1+dd
Tn = cumsum(tau)
# ys = log(1+l2[X]/100)
# otra version para ys desde l2
n = length(X)
n1 = floor(n/4)
n2 = floor(n/2)
n3 = floor(3*n/4)
l.1 = l2-3
l.2 = l2-4
l.3 = l2-3
l.4 = l2-3
lX1 = l.1[X[1:n1]]
lX2 = l.2[X[(n1+1):n2]]
lX3 = l.3[X[(n2+1):n3]]
lX4 = l.4[X[(n3+1):n]]
lX = c(lX1,lX2,lX3,lX4)
ys = log(1+lX/100)
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y.d = stepfun(Tn/360,c(log(1+l.1[2]/100),ys),right=TRUE)
#------------------
modelo = function(t, y, pars) {
with(as.list(c(t, y, pars)),
{dy <- (y.d(t) - K/acx(x+t,w,s,g,C,d2))* y[1]
list(c(dy))
})
}
#------------------
pars <- c(K =1,s=s4,g=g4,C=c4,d2=delta.a)
y0 <- c(y = 2*12*acx(x,w,s4,g4,c4,delta.a))
t <- seq(0, tail(Tn/360)[6], by = 0.1)
#------------------
out <- ode(y0, t, modelo, pars,method = "euler")
B = as.matrix(out)
#------------------
at = exp(delta.d*t)*0.6*12*acx(x+t,w,s4,g4,c4,delta.a)
n0 = max(which(B[,2] > at & at > 0))
J[k] = x+t[n0]
if(k==1)
plot(x+t,B[,2],type=’l’,ylab=expression(V[t]),
xlab=expression(t),ylim=c(0.0,400))
else
if(k <= 30)
lines(x+t,B[,2],col=’gray’)
}
lines(x+t,at,col=’red’,lwd=2)
#-------------------
hr = density(J)
mJ = which(abs(hr$x - mean(J))== min(abs(hr$x - mean(J))))
par(mfrow=c(1,2))
setwd("/home/david/Documents/TesisMSc/Tesis_nueva/Cap3_P1")
png(’dis_t0_2.png’, width=1200,height=720,units="px")
plot(hr$x,hr$y,type=’l’,xlab=expression(t),ylab=expression
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(f[t]),col="red",cex.lab=1.25,cex.axis=1.25)
dev.off()
segments(hr$x[mJ],0.0,hr$x[mJ],hr$y[mJ])
points(hr$x[mJ],0.0,pch=22,bg=’red’)
text(hr$x[mJ],0.0,"E(tau)",pos=2)
#-------------------
# calcular los pagos anuales
# t va hasta una edad w-x en incrementos 0.1
V = B[,2]
Pt = V[1]-V + cumsum(c(0.1,diff(t,1,1))*V*y.d(t))
ta = which(t == floor(t))
Pa = diff(Pt[ta[-1]],1,1)
Jo = floor(mean(J))
setwd("/home/david/Documents/TesisMSc/Tesis_nueva/Cap3_P1")
png(’pagos_MC_1.png’,width=1200,height=720,units="px")
plot(x+t[ta[-c(1:2)]],Pa,type=’s’,
xlab=expression(t),ylab=’Pago anual’,cex.axis=1.5,cex.lab=1.5)
segments(Jo,0.0,Jo,Pa[Jo-x])
points(Jo,0.0,pch=22,bg=’red’)
text(Jo,0.0,expression(E(T[0])),pos=2)
dev.off()
#-------------------
# valor anualidad
(exp(delta.d*t[n0])*0.6*12)
(at[n0])
(V[n0])
#-------------------
# estadisticas descriptivas de y y ys
require(pastecs)
bvv = stat.desc(y)
bvv=as.matrix(bvv[-c(1:3)])
bvd = stat.desc(lX)
bvd = as.matrix(bvd[-c(1:3)])
print(xtable(t(cbind(bvv,bvd))))
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#-------------------
# estadisticas descriptivas de J
print(xtable(t(as.matrix(stat.desc(J)))))
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